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Il termine “statistica” deriva dal latino medievdistatus”, ovvero Stato,
che vuole indicare l'ordinamento politico. E’ stathiamata statistica
I'area disciplinare (scientifica) che si occupava farnire descrizioni
relative ad uno Stato oppure descrizioni compagativvari Stati. Queste
descrizioni ebbero inizio in effetti gia coAristotele nel 350 a.c. e
proseguirono nelle epoche storiche successive. tittavia la parola
“statistica” apparve per la prima volta nell’enojpédia britannica nel
1797 essendo stata coniata ufficialmente, semladaprdfessore tedesco
Gottfried Acheunwall (1719-1772) verso la meta del ‘700, che la defini
come la descrizione delle cose piu notevoli di @Gtato. Il significato che
essa ha mantenuto fino agli inizi del 1800 €& sw@tmque quello di
descrizione o0 censimento con successiva analisdaiprodotti da tali
operazioni. Il significato della Statistica si & psteso nel corso dei tempi
ben oltre tale interpretazione originaria. Al giord’oggi si parla di due
tipi di Statistica: unaStatistica descrittiva 0 metodologica e una
Statistica matematicao inferenziale. PerStatistica descrittivasi intende

I complesso delle tecniche di cui si serve lo Bpentatore per
raccogliere, elaborare e rappresentare gruppi tii @sservati che in
generale sono in numero elevato e in forma disatdin_Lo scopo finale é
quello di ricavare dalle osservazioni opportunimeati di sintesi. Questi
possono essere numeri (come n@edig la mediana la moda la
varianzgecc) oppure informazioni rappresentabili sottarfardi grafici,
tavole, carte (geologiche o numeriche), diagrametc. In questa
situazione si cerca solo di descrivere il fenomesgervato senza cercare
di interpretare o0 generalizzare piu di tanto rigwaralla totalita dei
potenziali dati osservabili di cui quelli disporiltostituiscano solo una
piccola parte. Al giorno d’oggi queste informazi@mno molto utili ma
accade spesso in genere che si voglia saperna digpenderne meno. Cio
significa non dover censire sempre tutto per alenaformazioni che ci
servono ma estrarre le stesse cose dalla conosdendati osservati che
sSono a nostra disposizione. In termini statistajhiamo trarre conclusioni
sull'intera popolazione partendo dalla conosceredacdmpione osservato.
Cio implica che molti dati saranno a noi ignoti ofe dovremmo cercare
un metodo per averne una qualche conoscenza parandati disponibili
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cioé senza averne una conoscenza sperimental@ad®etcerca dunque di
studiare gruppi di dati osservati per ricavare dasi eun modello
interpretativo che descriva al meglio la popolaegictia cui essi sono
estratti e questo € proprio un aspetto d8fatistica inferenzialeE’
opportuno sottolineare che@alcolo delle Probabilitadiventa essenziale
nello studio dellébtatistica inferenzialePer quanto riguarda Rrobabilita
diamo anzitutto alcuni cenni storici: i primi docanti che si conservano
sono dovuti a Girolam€&ardano (1501-1576), accanito giocatore, con il
suo libro ‘De ludo Aleag scritto forse intorno al 1526 e pubblicato
postumo nel 1663, e @alileo con un suo scritto del 1620. Nel libro di
Cardano ¢ inserito il problema del calcolo dellebabilita delle somme
dei punteggi ottenuti col lancio di tre dadi. Bultato perd contiene delle
inesattezze e gli sviluppi non sono molto chiagiathe i giudizi sul valore
dell'opera sono controversi, pero la sua importasinaica € fuori dubbio.
Nello scritto di Galileo viene trattato lo stessolfiema del lancio di tre
dadi pero con maggiore chiarezza.La nascitaCaétolo delle Probabilita
viene abitualmente attribuita a BlaiBascal (1623-1662) e fissata nella
corrispondenza tra lui e Pierfeermat (1601-1665) verso la meta del
1600. L’interesse di Pascal fu stimolato @avalier de Mére spirito
vivace, matematico discreto e accanito giocatoagz#rdo che si rivolse a
lui per la risoluzione di vari problemi riguardaritgioco. Il Calcolo delle
Probabilita, sorto quindi verso la seconda meta del ‘600 catogio
matematico dei giochi d’azzardo quali monete, dadiarte, puo essere
considerato oggi una disciplina matematica cheatragplicazione nello
studio degli esperimention deterministico casuali Un esperimentaon
deterministico o casualee un esperimento che puo dar luogo ad un
risultato, fra quelli possibili, non determinabaepriori in modo univoco. Il
lancio di un dado € un esempio di questo tipo,unilcrisultato non &
determinabile a priori potendo essere rappreseni@tona qualsiasi delle
sei facce del dado stesso. Questi brevi cenni himaoopo di dimostrare
come si presenta originariamente il concetto dbghilita e di introdurre
alle definizioni o interpretazioni che ora presegimeo.

Definizione classicala prima definizione di probabilita, detta classisi
ritrova gia in Pascal elefinisce la probabilita di un evento conie
rapporto fra il numero dei casi favorevoli all’eviene il numero dei casi
possibili, purché questi ultimi siano tutti ugualme possibili Molti pero
vedono in questa definizione una tautologia: bisegnsapere gia prima
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che significato dare alle probabilita perché nomezle bene la differenza
fra “ugualmente possibili’ e “ugualmente probabiléomunque i casi
risulteranno ugualmente possibili quando si ha sitiaazione di perfetta
simmetria fisica, come ad esempio le palline natludel gioco del lotto,
le facce di un dado o le carte di un mazzo ben ohasc

Piu che una definizione, quella classica si pucscarare una regola per
la misura della probabilita di un evento in conoli#i opportune, cioe
guando vi sia un numero finito di alternative pbasche possono essere
considerate ad esempio per motivi di simmetria lrgaate possibili.
Tutto questo pero sapendo gia cos’e la probablhit@onclusione sembra
deduttibile la validita di questa definizione, dral parte essa risponde ai
requisiti di essere operativa. Il campo in cui piilettamente si puo
applicare la definizione classica € quello di gipchrte etc. In essi si puo
individuare con precisione quali siano le possihilernative e si puo
ragionevolmente supporre che esse siano tutte mguéd possibili.

Esempio supponiamo di voler determinare la probabilité ¢anciando

una moneta non truccata esca testa. In questo Esempsolo un caso
favorevole, cioe testa; e due casi possibili ciesta e croce. Si arriva
pertanto alla conclusione che la probabilita & leyadz..

Definizione frequentista L’insoddisfazione della definizione classica
porto a costruire la probabilita sulle frequenzetemdendo come
frequenza relativadei successi il rapporto fra il numero delle vaitecui
I'evento si verifica e il numero delle prove effietie Si giunse cosi alla
definizione frequentista delle probabilita di ureeto, intesa comkmite
della frequenza relativa dei successi quando teatafinito il numero
delle prove fatte nelle stesse condizidnialtre parole accettando l'ipotesi
che la frequenza relativa si vada stabilizzandorivdt ad un certo numero
e proprio questo numero che va preso come protambiAnche la
definizione frequentista presenta aspetti criticabnzitutto perché resta
imprecisato il numero di prove necessario per aravad un valore
abbastanza stabilizzato che ci fornisca la prollapiima soprattutto
I'esigenza che le prove successive siano fattee ngiésse condizioni
presenta problemi. A rigore una simile condiziona @ mai perfettamente
verificata; essa restringe I'applicabilita delldideione ad situazioni ben
delimitate, come ad esempio i lanci successivirddado, ma a guardare
bene anche in questo caso da un lancio all’alt@ gambiare sia pur di

-3-



poco la situazione ambientale (umidita, pressioiee e€he influisce sul
risultato; inoltre pud cambiare anche il dado siessll'urto che riceve
cadendo. Alla domanda se restera costante la pitibbabell’'evento
considerato si pud rispondere “si” entro limiti @ipprossimazione
largamente sufficienti in pratica; “no” se si riede una costanza valida
rigorosamente che possa dare una solida basecéildzcbne. Esistono poi
situazioni in cui essa platealmente non vale; snspead esempio
all'incontro fra due squadre di calcio o di duentisti. Si pu0 osservare
che anche la definizione frequentista, come quidissica, € operativa. La
frequenza delle prove in cui I'evento si verifiGapeée il rapporto fra il
numero delle prove favorevoli all’evento e il numéotale delle prove ha
le stesse caratteristiche matematiche del rapdoatd numero dei casi
favorevoli e il numero dei casi possibili.

Esempio se una moneta viene lanciata 1000 volte e riglleasi presenta
450 volte testa, la probabilita di testa viene ataruguale a 450/1000.

Definizione soggettiva In molti casi si impone I'esigenza di considerare
I'evento singolo e di riferire la probabilita a giie evento. Da questa
esigenza € nata la concezione soggettiva che sfgutisalire a Daniele
Bernoulli e che é stata ripresa verso la meta del 190Gtdidiho Bruno
De Finetti (1906-1985). In questa impostaziokaeprobabilita € il grado
di fiducia che una persona ha nel verificarsi deento La probabilita
perde cosi la caratteristica assoluta di numerangdgcamente legato
allevento per dipendere dalla persona che la sadutlalle informazioni
disponibili. La definizione data, perd, cosi comn € operativa ed e
necessaria una definizione piu precisa. Uno deiipedrenderla tale € di
fare riferimento alle scommesse definendo la pridit@alcome il prezzo
equo da pagare per ricevere 1 se I'evento si cardi 0 se I'evento non si
verifica con una qualsiasi unita di misura (cioésuno, un dollaro, etc.).

Esempio ad una lotteria, fatta mediante i numeri dellmbbola, ognuno
paga una certa quota (1 euro) e chi vince, avensi@oi numero estratto,
riceve le 90 euro raccolte. Allora il prezzo pagaterito al piatto di 90
euro come unita di misura € uguale a 1/90 e rapptada probabilita di
vittoria.

Nella definizione si € parlato pero grezzo equa questo richiede una
precisazione che viene data dalla seguentedizione di equita detta



anchedi coerenza la quale stabilisce chenbn si devono valutare le
probabilita in modo tale che sia possibile ottenara vincita certa o una
perdita certd.

Chiariamo subito questo punto: supponiamo di ptasenuna moneta
dicendo che é truccata in modo tale che la proitahdi ottenere testa
P{T}in un lancio € %2 mentre la probabilita di ottemeroceP{C} e %a. Si
puo obbiettare subito che cido non pud andare pdeckémma dP{T} e
P{C} deve essere 1. Questa € un’esigenza intuitivacplble la condizione
di coerenza da una giustificazione convincente,atinf facendo
contemporaneamente due scommesse, una Su testa suuoroce, Si
pagherebbe %2 per la prima e Y4 per la secondaendevcomungue 1 con
guadagno netto certo pari a %, in contraddizione leocondizione di
coerenza, questo perché la sommaPdl} e P{C} € minore di 1. Se
guesta somma fosse maggiore di uno si avrebbe arditp certa; la
condizione di coerenza impone che d{THP{C}=1. Lo stesso
ragionamento deve valere anche in presenza di duié alternative. La
critica piu diffusa a questa impostazione e quailassere soggettiva, cioé
di fondare la probabilitd sul valore dei singoli. &sviluppato un lungo
confronto spesso polemico con gli oggettivisti cha&ccusano
'impostazione soggettiva di rendere impossibileclamunicazione fra
persone diverse e i soggettivisti che denunciaiiogorieta della pretesa
oggettivita delle altre impostazioni.

Le tre definizioni date sono profondamente distanticettualmente; si
visto inoltre che entrambe non sono esenti dacheti Per ovviare a queste
difficolta i matematici preferiscono trattare Paobabilita da un punto di
vista assiomaticofacendo uso dell&eoria degli InsiemiL’impostazione
assiomatica e largamente preferita in ogni camgla deatematica percheé
permette di ottenere un livello accettabile di regtogico. lICalcolo delle
Probabilita non poteva sfuggire a questa esigenza di sistem&azBi puo
verificare che le tre impostazioni arrivano tuttdle astesse legqi
matematiche espresse dagli assiomi della prokallitio rende naturale
prendere tali leggi come base per una costruzissiematica.

La Statisticaper lo piu e interessata alrobabilita soltanto per quanto
riguarda i possibili risultati degli esperimenti éi solito preferisce
I'interpretazione frequentista della probabilitégec preferisce pensare alla
Probabilitd come allafrequenza del verificarsi di un certo evento se
I'esperimento ad esso relativo fosse ripetuto uangnumero di volte
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Inoltre la maggior parte degli statistici sono metsati soltanto agli
esperimenti di tipaipetitivo. Il lancio di una moneta, il getto di un dado,
la lettura della temperatura giornaliera su un ten@tro, sono semplici
esempi di esperimenti di questo tipo.

Quando si compie un esperimento il suo risultadd $olito incerto, ma se
esso viene ripetuto un gran numero di volte é pdestostruire per esso
un modello | probabilistico da usare poi per prenddedle decisioni
riguardanti I’lasperimento in oggetto. Per gli egpenti di tipo ripetitivo il
modello scelto é di solito un modello per prevedkrefrequenza del
verificarsi di certi risultati in ripetute esecuamiodell’esperimento. Pero
poiché il modello scelto altro non &€ che la rappnszione di una
situazione reale, le conclusioni tratte da essansar affidabili soltanto se
esso sara un’approssimazione sufficientemente buwteia realta in
esame; quindi la prima cosa da fare dal punto diavstatistico per
risolvere un dato problema e di scegliere un modetiatematico, di
controllarne poi l'attendibilita e di trarre quindia esso le conclusioni
risolutive. Il nostro approccio allaProbabilita si basera sia
sullinterpretazione frequentista che su quellacasatica. Tenuto conto
che abbiamo gia discusso del concetto Hrobabilita ai fini
dellimpostazione assiomatica, restano da chissokanto i concetti di
esperimento o prova, e di evento che essendo iimtgibno gia stati
utilizzati senza discuterli.

Spazio campione 0 spazio campionarniadato un esperimento casuale o
non deterministico un concetto di base e quellgpdizio campione. Per
definirlo diciamo subito che & conveniente rappneme | possibili
risultati di un esperimento in generale per mezzputti nello spazio ad
“n” dimensioni pem=1,2,3,... etc. A tale scopo consideriamo il semplice
esperimento del lancio di una moneta: in esso sipoisrisultati sono 2,
testa o croce. In questo caso € conveniente ragypees il risultato testa
per mezzo del punto di ascissa 1 sull'assdl risultato croce col punto di
ascissa 0 come in figura:

C T
: : »
0 1

Fig.1



Questa scelta € conveniente perché il valore delsaa corrisponde al
numero di teste ottenute nel lancio. Se I'espertmdéosse consistito nel
lanciare la moneta due volte i risultati possibdrebbero stati 4, CiOET,
TC, CT, CC. In questo caso per ragioni di simmetria sarelurezeniente
rappresentare i risultati nel piamxy per mezzo dei punti di coordinate
(1,1); (1,0); (0,1); (0;0) come in figura:

y‘.
. CT TT
T | Fig.2a
|
cc lTc
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oppure solo sull'asse
oL CT TC T
. . . . b Fig.2b

1] 1 2 3

Se la moneta fosse lanciata tre volte sarebbe omve usare la spazio
tridimensionale per rappresentare gli 8 possilsliltati sperimentali. E’

Importante osservare che queste rappresentazinaisamplicemente una
convenienza, ad esempio nell’esperimento del ladcidue monete per
rappresentare i 4 possibili risultati, se desiderai potrebbero pure
rappresentare 4 punti qualsiasi sull’agsé\ell'’esperimento del getto di
due dadi ci sono 36 possibili risultati indicatitabella 1:

11]21]31]41[51]61
12|22]32]42|52]62
13|23]33[43|53]63
14|24|34] 44] 54 64
15|25| 35|45/ 55/ 65
16|26|36| 46|56 66 Tab.1




In questo esperimento un conveniente insieme dil pen rappresentare i
possibili risultati sono i 36 punti nel piang, le cui coordinate sono le
corrispondenti coppie di numeri di tabella 1,comégura:

% LI Fig.3

1 2 3 4 5 & #

Un esperimento che consiste nella lettura dellgpFatura di un individuo
presenta un numero molto grande di possibili rgulthe dipendono dal
grado di accuratezza con cui si puo leggere il oenetro. Per un tale
esperimento &€ conveniente fare l'ipotesi che lapematura dell'individuo
possa assumere qualsiasi valore fra 35°C e 42%Ciopaisultati possibili
Ssi potrebbero rappresentare convenientemente gonti dell'intervallo di
estremi 35 e 42 sull'assecome in figura:

: y ’ Fig.4

35 42

Cido naturalmente non tiene conto della impossildi leggere un
termometro con accuratezza illimitata. Possiame ddliora la seguente
definizione:l'insieme dei punti che rappresentano i possibguttati di un
esperimento e chiamato $pazio campioneell’esperimento

Com’e gia stato detto € importante osservare chmaparesentazione di
tutti i possibili risultati di un esperimento, cit@ spazio campione, non e
unica ma e dettata da criteri di semplicita e corereza. Si fa osservare
che lo spazio viene chiamato campione in quantspéemento cui Si
riferisce e casuale, e cio significa che il sudocesiincerto cosi che un dato
risultato € appunto solo un campione dei molti @sissibili. Il motivo per
cui viene introdotto lo spazio campione di un espento € che esso € un
conveniente strumento matematico per sviluppare T&oria della
Probabilita per quanto riguarda i risultati dell’esperimento.
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Evento: Consideriamo un esperimento tale che qualunqué ssultato
dell’esperimento si possa decidere se un evén& e verificato. Cio
significa che ciascun punto dello spazio campionmé classificare come
un punto per cui I'eventd si verifica 0 come un punto per clinon si
verifica. Cosi sé\ € I'evento di ottenere esattamente una testa enaca,
a prescindere dall’ordine, nel lanciare una mometa volte, i due punti
campioneCT e TC corrispondono al verificarsi delleventd. Se A é
I'evento di ottenere un totale di 7 punti nel gettalue dadi allora& e
associato ai 6 punti campione (1,6), (2,5), (34)), (5,2), (6,1) . SA &
I'evento che la temperatura di un individuo sia ehm 38°C alloraA sara
associato all'intervallo di punti fra 38° e 42°.

LY Ll

' Fig.5

Ky ki 4

Possiamo dare allora la seguente definiziameeventoé un sottoinsieme
di uno spazio campione, poiché un sottoinsiemendingieme di punti
comprende la possibilita che il sottoinsieme calacton l'intero insieme
di punti o che esso non contenga nessun puntargadime

Questa definizione comprende un evento che é ckri@rificarsi o un
evento che non puo verificarsi quando I'evento ®ieseguito. Considerata
la corrispondenza fra gli eventi e gli insiemi dingi, lo studio della
relazione fra i vari eventi si puo ricondurre akoidio della relazione fra |
corrispondenti insiemi. A tale scopo vengono comoE@e usati |
cosiddetti diagrammi di Venn, che sono un conveniente sistema di
rappresentazione in cui lo spazio campione, qualengia la sua
dimensione o numero di punti in esso contenutineieappresentato per
mezzo di un insieme di punti interni ad un rettdago un piano come
nella figura seguente dove si indica lo spazio can®

Fig.6




Un eventoA, che é percido un sottoinsieme di punti in questtangolo, &
rappresentato dai punti contenuti all'interno dawurva chiusa contenuta
nel rettangolo. SeB €& qualche altro evento di interesse esso sara
rappresentato dai punti interni a qualche altraauwhiusa nel rettangolo.
Questa rappresentazione € mostrata nella seguguta: f

S

SeA eB sono due eventi associati ad un esperimento svpled sapere se
almeno uno di essi si verifichera quando I'espenitmeverra eseguito.
L’'insieme dei punti che consiste di tutti i puntiecappartengono adlo a
B o sia adA che aB é chiamato linione di A e B e si indica col simbolo
AUB. Questo insieme di punti € rappresentato nellardiggeguente dalla
regione tratteggiata:

| -

Come esempio, s& e I'evento di ottenere un 6 quando si gettanodhck
e B e I'evento di ottenere un 6 sul secondo dadoraha B e I'evento di
ottenere almeno un 6 quando si gettano due daelvehtoA consiste dei 6
punti dello spazio campione le cui coordinate sovhcate nell’ultima
colonna della tab.1, e I'event® consiste dei 6 punti indicati nell'ultima
riga della tabella stessa.

Un altro evento di possibile interesse € di sagerentrambi gli eventi si
verificheranno quando I'esperimento viene eseguitimsieme dei punti
che consiste di tutti i punti che appartengono &iaA che aB viene
chiamataintersezionedi A e B e si indica corAn B.
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Questo insieme di punti & rappresentato nella digaguente dalla regione
tratteggiata:

Fig.9

g

Nell'esempio del getto di due dadi, dote2 I'evento di ottenere un 6 sul
primo dado e € quello di ottenere un 6 sul secondo d&da e I'evento

di ottenere un 6 su entrambi i dati. Esso e ragpteso dall’'unico punto di
coordinate (6,6) che é lintersezione dei sott@nsidi punti dello spazio
campione indicati nell'ultima colonna e nell'ultinmma della tabella 1. In
corrispondenza a qualsiasi eveAtesiste un evento ad esso associato, che
si indica cond, che stabilisce che I'eventd non si verifichera quando
I'esperimento viene eseguito. Esso e rappresemtattutti i punti dello
spazio campione, cioé del rettangolo, che norosatio inA e nella figura
seguente e rappresentato dalla regione tratteggiata

L

L’evento 4 viene chiamato icomplementaredi A relativo allo spazio
campione. Se due insierAi e B non hanno punti in comune si dice che
sonoinsiemi disgiunt In termini di eventi tali eventi si chiamaraventi
disgiunti ma si chiamanoeventi reciprocamente esclusiyerché il
verificarsi dell’'uno esclude la possibilita del Wearsi dell’altro.

Due eventi di questo tipo sono rappresentati figjlaa seguente:

COCD

Fig.11
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PROBABILITA’: Fissiamo ora l'attenzione sulle funzioni di insieme
perché ci servono per definire Pxobabilita. Le funzioni che ci sono piu
familiari sono quelle di punto, ad esemf()=x" & una funzione di questo
tipo perché a ciascun punto dell’assé questa formula associa il valore
della funzione in quel punto. Per6 come e notodaione di funzione é
molto piu ampia di questa in quanto gli elementl deminio della
funzione anziché punti singoli possono essere nms punti. In questo
caso la funzione prende il numefdnzione di insieme

Un esempio e la funzione il cui dominio é rappréstenda intervalli
sull’asse X’ ed essa fornisce la lunghezza dell'intervallo.

La probabilita si puo considerare come un modello per la frequeatet
verificarsi di un certo risultato in ripetute eseicuni dell’esperimento.
Percio un modello di probabilita per un evemp dovrebbe essere un
modello per prevedere la frequenza del verificdedieventoA in ripetute
esecuzioni dell’esperimento. Questa probabilittathcheremo corP{ A}.
Poiché P{A} & una funzione definita su insiemi essa e fumazione di
Insieme Se un esperimento si potesse ripetere un grarenmudi volte |
risultati si potrebbero usare per assegnare unevale{ A}. Tuttavia non e
affatto necessario che lI'esperimento venga eseguitba che una tale
probabilita venga assegnata, cosi nell’esperimdat@etto di due dadi se
A é l'evento di ottenere un 6 su entrambi | dadi.nS&derazioni di
simmetria suggerirebbero il valore di 1/36 per dab@abilita del verificarsi
di questo evento.

E’ importante osservare che ciascuno € libero degsare il valore che
vuole, ma se l'assegnazione non e realistica ilraodello di probabilita
gli sara di scarsa utilita per fare previsioneairfuturi esperimenti.

Se la probabilitd degli eventi sono da interpretemene modelli per le
frequenze del verificarsi di quegli eventi in ripet esecuzioni
dellesperimento, queste probabilita dovrebberospdsre le proprieta
essenziali delle frequenze, cosi una probabilitaelibe essere un numero
compreso fra 0 e 1 perché una frequenza € un nudiegoiesto tipo;
inoltre la probabilita dell’event&, doveS rappresenta lo spazio campione,
dovrebbe essere uguale a 1 perché qualcuno ddiatispossibili si
verifica certamente quando I'esperimento viene @$egInfine se due
eventi A e B sonodisgiunt la probabilita dellunione di quegli eventi
dovrebbe essere uguale alla somma delle probalbiétasingoli eventi
perché la frequenza cheo B si verifichi € uguale alla somma delle loro
frequenze. Si €& trovato che ogni altra ragionevpleprieta delle
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probabilita sara soddisfatta se sono soddisfatetgienti tre condizioni
che si basano su quanto appena detto: queste h@rmatei tre_assiomi
delle probabilita Essi impongono restrizioni sul tipo di funzione
dellinsiemeP che si pud usare per calcolare la probabilita idegtnti.
Una tale funzione viene chiamatasura delle probabilita

Diamo ora gli assiomi della probabilitdna misura di probabilita P € una
funzione di insieme a valori reali definita su usjpazio campione S che
soddisfa :

1) 0<P{A} <1

2) P{S=1

3) P{A\UAU ...} = P{A}+P{A}+... per ogni successione finita o
infinita di eventi disgiuntA,, A,, ...

Si fa osservare che gli assiomi della probabildacsstati formulati nel
1933 da A. NKolmogorov. Sarebbe molto difficile trovare una funzione
P che fornisca i valori delle probabilita corrispemd alle frequenze attese
per ogni possibile sottoinsiemedi uno spazio campione perché il numero
di tali sottoinsiemi € estremamente grande anchrespazi campione
contenenti soltanto pochi punti. Fortunatamente ppazi campione
contenenti soltanto un numero finito di punti caom@ o una loro
successione infinita, e sufficiente assegnare libreadella probabilita a
ciascuno dei punti campione. Il valoreR{iA} per qualungue sottoinsieme
A si puo calcolare allora facilmente dalle probabikssegnate a singoli
punti campione per mezzo del terzo assioma dedlegtnilita.

Regola di addizione delle probabilita il calcolo delle probabilita
interessa spesso un certo numero di eventi piottdst un evento soltanto.
Per semplicita consideriamo due evei e A, associati ad un
esperimento. Spesso € interessante sapere se l@ntglimeventi si
verificheranno o si verifichera almeno uno di eBgir quanto si € gia detto
il primo di questi eventi composti 8/NA, e il secondo A UA,. Per
rispondere alla domanda riguardante la frequenkaeaddicarsi di questi
due eventi occorre calcolare i valori delle lorolmbilita, cioéP{ A;NA}

e P{A{UA>}. Ricaviamo ora una formula per il calcolo Bf A;UA,}. Lo
spazio campione di un esperimento sia rappreserdatopunti nel
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rettangolo della figura seguente e i punti campi@ogrispondenti al
verificarsi degli eventd, A, siano i punti interni alle regioni definite con
Al’ AZ:

A S

Fig.12

A,

Come si € gia detto I'event® U A, consiste di tutti i punti all'interno delle
due regioni; la determinazione di una formula B§AUA,} si basa
sull’esprimereA;UA, come l'unione di eventi disgiunti per poi appliealr
terzo assioma delle probabilita. Dalla figura sb msservare ch&,UA; €
I'unione dei tre insiemi disgiunth\NA4, , A,NA4; e AjNA,. Percio per il
terzo assioma si ha che :

(1) P{ALUA} = P{ANA}+ P{ AN A }+ P{AINA}.

Dalla figura si puo osservare anche ¢he I'unione degli eventi disgiunti
AN 4, e ANAy; quindi per il terzo assioma si ha che:

P{ Al} = P{ Alﬂ 14-2}"‘ P{ AlﬂAz}

Analogamenté{ Ay} = P{ AN 4 }+P{ANAS}.

Ricavando da queste ultime due relazioni rispatisate P{ANA ,} e
P{A,N4 1} e sostituendo le loro espressioni a secondo mermbla (1) si
ottiene la formula richiesta nota comegola di addizione delle
probabilita o regola delle probabilita totajie cioe:

(2) P{AWUAG} = P{A}+ P{Ag}- P{A\NA}.

Due eventiA; e A, posSsono non avere punti campione in comune, come
detto in precedenza gli eventi si dicono allorgguisti. La formula (2) si
riduce allora alla seguente:

(3) P{ALUAS} = P{A}+P{A}.

Ma questa formula é pure una diretta conseguenizeid® assioma. La
regola (2) si puod generalizzare al caso di piu gven
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Ad esempio nel caso di tre eventi arbitrdj, A,, Az si ha che:
P{AlUAUAs} = P{A}+ P{Ag}+ P{Ag}- P{ AsNAo}- P{A1NAg}- P{ AN Ag}+
+P{ A1NANAG}.

A;NAy(contato 2 volte) Fig.13
A;NAg (contato 2 volte)

AxNAg(contato 2 volte)

A1NANAg(contato 3 volte)

La regola di addizione é applicabile a qualungpe tli spazio campione,
per il quale & assegnata una misRrdella probabilita. Per usarla bisogna
naturalmente conoscere i valori delle probabilitteaondo membro delle
formule; cosa particolarmente semplice quando lazigp campione
contiene soltanto un numero finito di punti. Perog&tringeremo ora la
discussione a spazi campione di questo tipo. Quandrima cosa da fare
per calcolare la probabilita d\ per una spazio campione finito e di
assegnare il valore della probabilitd a ciascuntg@ueampione che
naturalmente deve obbedire ai primi due assiomiedaiobabilita, cioe
guesti valori devono essere non negativi e la Bmmma deve essere
uguale a 1. Queste assegnazioni si possono faamd@s su I'esperienza
del singolo ricercatore, su informazioni esterne, considerazioni di
simmetria etc.

Cosi, ad esempio, sarebbe realistico per simmaggagnare la probabilita
di 1/36 a ciascun punto dello spazio campione cenato per
I'esperimento del getto dei dadi.
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Calcolo della probabilita di un evento indichiamo ora com il numero
totale dei punti campione e siapg p,, ..., P, le probabilita assegnate ai
rispettivi punti campione. Ciascun punto rappresemt possibile risultato
che a sua volta € un evento. Eventi di questo smu spesso chiamati
eventi semplici questi eventi li indicheremo can, e, ..., €, E’ chiaro
che essi sondisgiunti Qualsiasi eventé € un insieme di punti campione,
percio € I'unione degli eventi semplici corrispontieL’applicazione del
terzo assioma della probabilita percio fornisce .che

(4) P{A}= 2

dove la sommatoria viene fatta su quelle probahilitassociate ai punti
campione che giacciono A

Per molti giochi d’azzardo lo spazio campione € soltanto finito, ma ai
punti campione viene assegnata la stessa probalglitesto e vero ad
esempio per il getto di due dadi per cui lo spazampione risulta
conveniente. A ciascuno di quei punti campione &iassegnata infatti la
probabilita di 1/36. Sa indica il numero totale di punti campion@®léA) il
numero di punti campione nell'insien#e allora poiché si & assunto che
pi=1h,i=1, ...,n, alloralaformula (4) siriduce a:

N(A)

n

(5) P{A} =

Probabilita condizionata: supponiamo ora di voler sapere se un evéato
si verifichera sotto la condizione che I'everfip sia certo di verificarsi.
Per discutere le probabilita associate ad evemtiecguesti assumiamo che
lo spazio campione contenga soltanto un numeraofimii punti e
consideriamo la situazione mostrata nella figugueate:

Fig.14

Poiché A; e certo di verificarsi soltanto quando lo spazampione é
ristretto a quei punti che giacciono entro la regid; € necessario
considerare come si dovrebbero assegnare le ptibbhaipunti di questo
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nUovo Sspazio campione piu piccolo. Se originarig@mead un punto
campione inA; fosse stata assegnata ad esempio una probalupigiad
rispetto ad un altro punto iA,, allora si dovrebbe assegnare una
probabilita doppia anche nel nuovo spazio campiistectto ai punti di
A, perché ignorare i risultati sperimentali che pooducono I'eventdy
non deve alterare il rapporto delle frequenze de dunti in esame; e
semplicemente necessario percio moltiplicare lebglodita originarie
assegnate ai punti i, per un fattore costantetale che la somma delle
nuove probabilita sia uguale a 1, cosingendica la nuova probabilita
corrispondente a;pnell’assegnazione originaria si dovrebbe scegliere

ni:c-pi,dove; c-pi:; ni =c- P{A} = 1.

1 B
Come risultato si ottiene cloe= @ e quindir; :m
Ora che le probabilitd del nuovo spazio campion®ssiate assegnate Si
possono calcolare le probabilita nella solita mamiesemplicemente
applicando la formula (4). Tutte queste probabik&ranno probabilita
condizionate, subordinate cioé al verificarsi daslénto A;. Se la
probabilita che I'eventd, si verifichi, subordinato dalla condizione che

debba verificarsi I'eventoA;, si indica conP{AA} = Z T =

Z P;

ANA, ) ; .
= P{A] si fa osservare che la prima somma viene fattgugller; che

corrispondono ai punti campione AiNA, perché essi sono i soli punti
campione dentr@d; che corrispondono al verificarsi d,. Poiché la
somma al numeratore nell'ultima espressione e guelle definisce la
P{A:NA,} allora segue che la formula per il calcolo defieobabilita
condizionata si riduce alla:

P{A.NA }
P{A}
Si assume qui ch&, sia un event®{A}>0.

(6): P{AsA} =

Per ottenere la formula (6) vista si € assunto lohepazio campione
contenga soltanto un numero finito di punti, ma sgaeformula si puo
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prendere come definizione di probabilita condiztananche per spazi
campione piu generali. Si mostra facilmente E§é,|A;} soddisfa i tre
assiomi della probabilita, percio € legittimo defn la probabilita
condizionata in questo modo a prescindere daldigpazio campione. La
suddetta formula (6), scritta sotto formula di pttd fornisce laregola
fondamentale di moltiplicazione delle probabilitdfo regola delle
probabilita composte e cioé:

(DP{ANA} = P{A} - P{Ag|Aq}.
Se si scambia I'ordine di due eventi la formuladi/enta:

(2) P{AINAL} = P{As} - P{A]A5}

Eventi indipendenti: ora supponiamo ch&;, A, siano due eventi tali che
P{A)A1} = P{A}e che P{A;} - P{A;} > 0. Allora I'evento A, si dice
indipendente nel senso della probabilita pit brevementéendipendente
dall’evento A. Cio deriva dalla proprieta che la probabilita detificarsi
dell’evento A, non viene alterata dalla condizione che debb&ivarsi
I'evento A;. QuandoA; € indipendente dA; la regola di moltiplicazione
delle probabilita espressa dalla (1) si riduce alla

(3) P{A1NA} = P{Aq} - P{Az}.

Viceversa quando € vera la (3), segue, dal cordrdnyjuesta con la (1),
cheA; é indipendente dA;. Se si eguagliano i secondi membri della (3) e
della (2) si puo osservare clR¢A;|A} = P{A1}, ma cio che stabilisce
I'evento A; € indipendente dall’'event,. Cosi séA; € indipendente da;
segue ché\; deve essere indipendente Ala A causa di questa reciproca
indipendenza e poiché la (3) implica questa indilgeza, si suole definire
I'indipendenza come segue:due eventi si diconandipendenti se
P{A1NA} = P{A} - P{A}".

Esercitazioni.:come applicazione pratica delle formule fondame pied il
calcolo delle probabilita, di cui ci siamo occupadffrontiamo ora la
risoluzione di alcuni problemi.

ES1: nell'ipotesi che una famiglia abbia due figli suole calcolare la
probabilita che entrambi i figli siano maschi sag@rche almeno uno di
essi € maschio. Assumiamo che lo spazio campiendaso de&5={(M,M),
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,M,F), (F,.M), (F,F)}. Ove ad esempioM,F) sta ad indicare che il figlio
maggiore € una femmina e il minore un maschio, eetakti gli elementi
dello spazio siano ugualmente probabili. Indichiaona conA; I'evento
che entrambi i figli siano maschif che almeno uno sia maschio. Si ha
allora che la probabilita di{ A;|A)} €:

1

_P{AN A} _ P{( M, M)} _a 1 _ y

PLAlA = PA]  RNM(MBE(EN 33 oo
4

ES2: Supponiamo che uno studente debba sostenere doe eszhe la
probabilita di superare il primo sia 0,6 e quekd secondo sia 0,8; inoltre
la probabilita che superi entrambi sia 0,5. Si eucdlcolare la probabilita
che superi almeno uno degli esami e la probahilita sia bocciato in
entrambi. A tale scopo indichiamo cd&qa I'evento corrispondente alla
promozione al primo esame e céa corrispondente al secondo esame.
Allora AN A; e I'evento che lo studente superi entrambi glhm@saA; UA,

e quello che superi almeno un esame. Si ha quinde c
P{ALUA} = P{A+P{A}-P{AINA} = 0,6+0,8-05 = 0,9
L'’evento che lo studente fallisca in ambedue glansis € dato da
(A,U A)): si ha quindi ch&{ (A,U A,)} = 1P{AUA} = 1-0,9 = 0,1.
A questo punto si vuole calcolare inoltre la prali@bche lo studente

superi il secondo esame supposto che abbia supdrapsimo, e
analogamente la probabilita che superi il primovesaupposto che abbia

superato il secondo. Allora la prima probabilita @ata da:
P{A,NA} 05

P{ AZlAl} = P{Al} = 0,6: 0,833
PA,NA} OF

E’ importante osservare che la promozione deglmeégaud aiutare la
prestazione dello studente a superare l'altro iant ne aumenta la
fiducia. Ci si chiede ora se gli eveti, A, siano indipendenti. Tenuto
conto cheP{A;nA} =0,5e cheé{A} - P{A;} =0,6-0,8=0,48.
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La condizione di indipendenza non €& soddisfatta o dathe
P{AiNAL}#P{Ad} - P{AJ} .

In effetti, dal momento che{ A.NAs} > P{A.} - P{As} si ricava che, come
gia detto, la promozione in uno degli esami pudaaeuile prestazioni dello
studente a superare il secondo.

ES3: Supponiamo che un’urna contenga 7 palline nereb&gaiche e si
estraggano due palline senza la sostituzione gallae estratte. Si vuole
calcolare la probabilita che ambedue le pallineragst siano nere
nell'ipotesi che nelle urne ogni pallina abbia tessa probabilita di essere
estratta. Indichiamo cof; I'evento che la prima pallina sia nera e &gn
che sia nera la seconda pallina. Nell'ipotesi ehpdllina estratta sia nera,
nell’'urna restano 6 palline nere e quiRgiA]A} = 6/11.

SiccomeP{A;} = 7/12 si ha che:
P{A1NA} = P{A} - P{AA} = 7/12- 6/11 = 42/132 = 0,318=31,8 %.

ES4: Supponiamo approssimativamente che il 50 % dadlvidui di eta

superiore ai 40 anni sia in soprappeso e che lzeptrale degli individui

In sovrappeso e avente una malattia all'apparatoleitorio sia il 25 %.

Si vuole calcolare la probabilita che un individse®lto a caso con piu di

40 anni e in sovrappeso (even#g) abbia una malattia all’apparato

circolatorio  (evento A;).Questa probabilita e data da
P{A,NA} 14

P{AglAl}: P{A]} :1/2 =50 % .

ES5 Supponiamo di lanciare due dadi simmetrici, Akal'evento di
ottenere una somma dei punti uguali a € sia I'evento che sul primo
dado esca 4. Allor&,NC é rappresentato dall’'unico risultato (4,2); si ha
quindi cheP{A;NC}=1/36 ed inoltreP{ A}- P{C}=5/36-1/6=5/216=0.027,
doveP{A.} ={(1,5),(2,4),(3,3),(4,2,),(5,1)}.

Tenuto conto cheéP{A;NC} # P{A} - P{C}, i due eventi non sono
indipendenti. In effetti se ad esempio il primo dath un 6, I'eventd
diventa impossibile. Se invece indichiamo canla somma dei punti
uguali a 7, allord,NC é rappresentato dall’'unico risultato (4,3) e quind
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P{A, N C} = 1/36 e P{A,} - P{C} = 6/36 - 1/6 =1/36, dove
P{A} = ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}. In ques caso
P{ANC}=P{A.} - P{C} e i due eventi sono indipendenti.

Esercitazione risolviamo ora il problema seguente che oltreesdere
un’applicazione delle formule fin qui esaminateimiroduce inoltre al
calcolo delle probabilita delle cause del verifstal un evento.
Una scatola contiene due palline rosse ed una dacscatola identica
contiene una pallina rossa e una bianca. Se disce scatola a caso e si
estrae da essa una pallina si vuole calcolaredbapilita di aver scelto la
prima scatola se la pallina estratta risulta ess®ga. Indichiamo coA;
I'evento di scegliere la prima scatola e cdp quello di scegliere la
seconda. Indichiamo poi c@g I'evento di estrarre una pallina rossa e con
A4, quello di estrarre una pallina bianca. Alloraribiplema & di calcolare la
probabilita condizionatB{ A;|A,}. Ora per quanto si & detto si puo scrivere
P{A.NA
P{A|A} = P{A )}

Per la regola di moltiplicazione delle probabiljtaspressa dalla formula
(1) vista prima, intendendo che scegliere una frateaso significa che la

probabilita di scegliere ad esempio la prima sea&l?, si ha quindi che

P{A:NA} = P{A} - P{A)A} =% - 1 = %. La probabilita al denominatore
si puo calcolare osservando che I'evei verifichera se e soltanto se si
verifichera I'uno o l'altro dei due eventi recipeonente esclusivi , e cioe

ANA,, eA_lmAz.

Per cui si puo scrivere chi A} = P{ANA}+P{ 4:NAS}.

Ora si ha ch®{ 41NA} = P{ 41} - P{A)| A1} = Y2 - Y2 = Y,

Quindi si ha ch&{ Ay} = Y2+¥4 = ¥a.

1/2
Per cui infineP{ A{As} = B 2/3.

Questo esempio e stato presentato come applicagratiea delle formule
fondamentali per il calcolo della probabilita. Taita esso si sarebbe
potuto risolvere anche facendo ricorso allo spaziampione
dell’'esperimento e utilizzando una formula gia &jst precisamente

P{A}= Z P coni=1, ...,n.
A

Per il problema in esame sarebbe conveniente cznas&l come spazio
campione quello costituito da quattro punti 11, li2, 112 dove il numero
romano indica il numero della scatola e I'altroniimero della pallina.
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A questi 4 punti si devono assegnare ovviamengtegse probabilita pari
ad ¥. La condizione del verificarsi dell’eventg restringe lo spazio

campione ai primi 3 punti soltanto nell'ipotesi chee pallina 2 nella

seconda scatola sia la pallina bianca; cosi a wmascli questi 3 punti

occorre assegnare la probabilita di 1/3. Ora pelt@arsto i primi due punti

campione corrispondono al verificarsi dell’evertg cioe alla scelta della
prima scatola, quindP{AA} = 1/3 + 1/3 = 2/3 per la regola della
somma.

Formula di Bayes L'esempio considerato € tipico di problemi in cui s
considera il risultato di un esperimento e poi cickiede qual € la
probabilita che esso sia dovuto ad una fra le pdssiause del suo
verificarsi. Cosi nell'esempio verificato sono dle possibili cause
dell’estrazione di una pallina rossa e il problemali determinare la
probabilitd che essa sia dovuta soltanto alla peanasa, cioe alla scelta
della prima scatola. Per quanto la soluzione dablema sia stata ottenuta
semplicemente applicando le regole della probabttiella successione
appropriata i calcoli tuttavia sono sufficienteneerstesila valere la pena
di ricavare una formula per trattare questi problerstematicamente. A
tale scopo supponiamo chey, H,, ..., H, siano eventimutuamente
esclusivicon P{H;}=p; , conp; >0 peri = 1, ...,n, tali che l'unione

U H; =S, peri =1, ...,n, doveSeé lo spazio campione. Si dice anche che
i=1

gli eventi H; costituiscono una partizione dello spazio campiBné&ssi
rappresentano lle-possibili cause di un risultato sperimentale. [#ieA un
evento corP{A}>0 che si verifica quando viene eseguito I'espenmto. ||
problema e quello di calcolare la probabilitd dHe sia la causa del
verificarsi dell’evento A. Una possibile suddivisione dello spazio
campione e la sua relazione con I'eveAt@ mostrato in figura dove lo
spazio campion8& per comodita e stato suddiviso in quattro sotiems

fl H2 N A 3

H3N A
H2 A H4| g
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Si tratta quindi di calcolare la probabilita condirataP{ H;]A}. La regola
per il calcolo della probabilita condizionata ciaze:
P{H, NA}
(1) P{ HilA} - P{A}

La regola di moltiplicazione delle probabilita fesce:
(2) P{HNA} = P{Hi} - P{AH},
per cui si puo scrivere:
P{Hi} ) P{AlHi}
(3) P{ HllA} - P{A}

Dalla figura e chiaro chA e I'unione degli eventi disgiunki;NH,, H>NA,
., HiNA e che alcuni degli insiemi corrispondenti a questenti
possono naturalmente, come accade anche in figss®re vuoti. Per il

terzo assioma delle probabilita si puo quindi snévche

P{A}:Z P{H,NA} , per j=1, ..., n. Sostituendo a secondo membro di
i=1
guest’ultima le probabilita come espresse dallas(®)tiene che:
(4) P{A} =D, P{H;} - P{AH;} , per j=1, ..., n. A questo punto
j=1

sostituendo nella (3) I'espressione ricavata ek} si ottiene la formula
richiesta per calcolare la probabilita delle causasta comeformula di
Bayes ed espressa quindi dalla :

P{Hi} ] P{AlHi}

> P{H} - P{AIH}

Ambedue le formule (4) e (5) sono utili nel deseres gli esperimenti che
procedono in due fasi e hanno le proprietd che #&cganismo
dell'alietorieta della seconda fase € determinabrisultato della prima
fase dell’'esperimento. Questi esperimenti sononsAtaanchessperimenti
composti Nell’applicazione delle formule precedenti agkperimenti
compostiH;, rappresentano i risultati della prima fase dsp&imento e
P{A[H;} rappresenta il meccanismo di alietorieta dellacsela fase sotto
I'ipotesi che IH; si sia verificato nella prima fase. Le probabiltbe
P{H;} sono chiamate anchprobabilita a priori mentre le probabilita
condizionate P{H;|JA} sono chiamateprobabilita a posteriori Queste
denominazioni derivano dal fatto che certi esperimentiP{H;} sono
probabilita soggettive che rappresentano la nos@sperienza prima

(5) P{Hi|A} = perj=1, ...,n.
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dell'esperimentp mentre le probabilita P{H;A} possono essere
interpretate come la descrizione della nostra opir@ dopo che sono stati
effettuati alcuni esperimenti e si & verificatovéato A In altre parole la
formula di Bayespu0 essere considerata anche come un algoritmo per
cambiare la nostra opinione sulla base di risukgrimentali. Questo
aspetto verra illustrato nel seguito, esaminandesampio specifico.

Esercitazionecconsideriamo ora alcuni esempi come applicazioaéigar
delle formule (4) e (5).

Esempio 1:per illustrare I'applicazione diretta della formuia Bayes
risolviamo ora il problema considerato in prece@emper introdurre il
calcolo della probabilita delle cause. Indichianma conHq, H, gli eventi
di scegliere rispettivamente la prima e la secasuddola e coi\ I'evento
di estrarre una pallina rossa. Poiché una scatete\scelta a cade{H4}
= P{H,} = %. Inoltre e chiaro dal contenuto delle duetsleacheP{A[H4}
= 1 eP{AJH,} = “. In questo caso I'applicazione diretta débamula di
Bayes fornisce:

P{H} - P{AIH} 2
PURAIAY By - PLAIH) + PH } - PIAIH } ~ (0 +(vAbe)

= 2/3.

NlwNe

Es2: in una diagnosi medica si osserva che un pazieateino o piu
sintomi specifici:A = {S, S, ..., S}; e si pone il problema di decidere
guale delle possibiliffl;, H,, ..., H} € la causa piu probabile dei sintomi
osservati. Si suppone di avere una stima statistiebe probabilita
P{H}=pi, pi > 0, peri =1, ...,k di contrarre la malatti&d;. Si suppone
inoltre che le altre malattie non siano contempeaamente presenti nello
stesso paziente. Si assume inoltre di conoscerestima statistica della
probabilitd condizionat®{ A|H;}, ovvero della probabilita che la malattia
H; dia origine ai sintomA.

Applicando laformula di Bayeda probabilita che i sintorn# siano dovuti
alla malattiaH; peri = 1, ...,k , o in altre parole la probabilita che un
paziente con uno o piu sintoliabbia la malattidl; , € data dalla formula
(5) ovvero:
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P{H} - P{AH}
S P{H} - P{AH )} perj=1, ...,

=1
Come esempio supponiamo che:
P{H.} = 0.40; P{H,} = 0.25; P{H3} = 0.35;
P{A[H} = 0.8; P{A|H,} = 0.6; P{A|H3} = 0.9;
Applicando la formula (4) si ha che:
P{A} = P{Hi} - P{AH} + P{H} - P{AH} + P{H3} - P{AH3} =
=0.40- 0.80 + 0.25 0.60 + 0.35 0.90 = 0.785.
Ora applicando la formula (5) si ha che:
P{H} - P{A|[H}  0.40 - 0.8C

(5): P{Hi|A} = K.

P{H.1|A} = P{A} = "o.785 = 0.4076;
P{H,} - P{A[H,} 0.25.0.6(

P{H,|A} = - PIA) =~ o7gs = 0.1911;
P{H;} - P{A|[H}  0.35-0.9C

P{H;|A} = P{A} =~ o7g5 = 0.4013;

Si conclude che un paziente che presenta uno iptomi A ha una
maggiore possibilita di avere contratto la malatdia e in assenza di
ulteriori informazioni dovrebbe essere curato jpéx malattia.

Es3: supponiamo che il ministero delle finanze primaadiottare una
politica di controllo dei prezzi e dei salari cheed parere di tre esperti
indicati con {4, H,, H3} sullimpatto che tale politica puo avere sul tass
di disoccupazione. Le risposte date in termini chbabilita dei singoli
esperti sono raccolte nella tabella seguente.

Probabilita di cambiamento nel tasso di disoccupezi

Esperto Diminuzioni Stabilita Aumenti
H, 0.1 0.1 0.8
H, 0.6 0.2 0.2
Hs 0.2 0.6 0.2

Supponiamo inoltre che in base alle esperienzeapasls Ministero si e
fatto I'opinione che le probabilita che un espeabbia una teoria corretta

dell’economia sono date da:
P{H} = 1/6; P{Hy} = 'Vs; P{H3} = ¥
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Supponendo che a sequito della politica adottataesfichi un aumento
del tasso di disoccupazione, indicare come dovmebéssere modificate le
opinioni del ministro sulla correttezza della t@aoeconomica di ogni
singolo esperto. Per risolvere questo problematatdi calcolare:

P{H4A}; P{H,JA}; P{H3]A}. Usando la formula (4) calcoliamo dapprima
la probabilita dell’aumento del tasso di disoccugae. Si ha che:

P{A} = P{H4} - P{AH}+P{Hz} - P{AH2} + P{H3} - P{A[Hz} =

=1/6 - (0.8) +4 - (0.2) + 2 - (0.2) = 0.3.

Applicando ora la formula di Bayes si ha che:

1

—[0.8
P(H,| A :P{HJ}PE{'?AA 3 B 6 =02

1

—[0.2
P{H,| A = P{H?}FE{'?AA H 3 =02

1

—[0.2
Py 4 =R AT 22 03

Si conclude che la teoria dell’'espentt, la meno corretta secondo |l
Ministro prima che la politica venisse adottatapae nel seguito la piu
corretta.

Variabili casuali o aleatorie L'aggettivo aleatorio deriva dal latino
“aled’ che significa gioco dei dadi o rischio e, quindieatorio significa
che dipende dalla sorte o dal caso.

Consideriamo ora lo spazio campione mostrato in cqulenza
corrispondente all’esperimento del lancio di duenaete e fissiamo
I'attenzione sul numero di teste ottenute. Peratate la probabilita di
possibili risultati € conveniente introdurre una rigbile X per
rappresentare il numero di teste ottenute. Al@ssumera il valore 0 nel
punto campion&C; 1 nei puntiTC, CT e 2 nel puntdl T. Una variabile
come questa a valori numerici € un esempigadiabile casuale

Un secondo esempio riguarda I'esperimento del gdittdue dadi: seX
rappresenta la somma dei punti ottenuti, allora essna variabile casuale,
che puo assumere i valori interida 2 a 12.
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Come altro esempio serappresenta la distanza dal centro di una freccia
scagliata su di un bersaglio circolare di raggioaldra assumendo di
trascurare tutti i colpi mancanti essa € una vddabasuale che puo
assumere gualsiasi valore da 0 a 20.

In tutti questi esempi la variabil€ e calcolata humericamente ed il suo
valore dipende dal punto campione. Cosi in effe®d una funzione il cui
dominio di definizione e l'insieme dei punti camp@e il cui insieme di
valori, ovvero il suo condominio, € un insieme dimeri reali.

Si puo dare la seguente definiziongna variabile casuale Xé una
funzione a valori reali definita su di uno spazampione

Il motivo per cui la variabile viene chiamata calgué cheessa € definita
su di uno spazio campione associato ad un espetamisico il cui
risultato € incerto, ovvero si dice che dipendeado o e incerto il valore
della variabile

L’obbiettivo che ora si propone € quello di studié variabili casuali e di
calcolare le probabilita ad esse associate. A $@lepo € necessario
assegnare una misura della probabilita allo speemopione associato alla
variabile casual&X. Percio si assume, senza ricordarlo espressanwrge,
a qualsiasi spazio campione sia assegnata unaanstlie probabilita.

Variabili casuali discrete: Dopo che una variabile casual e stata
definita su di uno spazio campione, l'interessemicentra di solito nel
calcolare la probabilita ch¥ assuma valori specifici nel suo insieme di
valori possibili. Per esempio 3erappresenta la somma dei punti nel getto
dei due dadi, allora puo interessare il calcololadg@robabilita cheX
assuma ad esempio il valore 7. Oppur&X sappresenta la distanza di una
freccia dal centro di un bersaglio circolare comgia 20cm, puo
interessare calcolare la probabilita cleassuma ad esempio un valore
minore di 5. Il calcolo dP{ X=7} nel primo esempio € molto piu semplice
del calcolo diP{X<5} del secondo perché e molto piu semplice lavorar
con uno spazio campione che consiste di un numeito di punti, che
con uno che consiste di un intervallo di punti 'asBex. Uno spazio
campione che consiste di un numero finito o di smecessione infinita di
punti € chiamato unspazio campione discretmentre uno che consiste di
uno o piu intervalli di punti viene chiamatpazio campione continuo

Per intervalli si intendono naturalmente intervdilidimensione qualsiasi.
Poiché la teoria per gli spazi campione discreth@to piu semplice di
quella per gli spazi continui limiteremo per oradi@cussione agli spazi
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campione discreti. E’ chiaro che una variabile edéessunon puo assumere
piu valori di quanti sono i punti campione, peraita variabile definita su
di uno spazio campione discreto puo assumere soltannumero finito o
una successione infinita di valori. Una variabieswuale come questa viene
chiamata un&ariabile casuale discreta

Per calcolare le probabilita delle variabili costatiscrete ricordiamo la

formula per calcolare un eventd, cioe: P{A} = Z Pi  ricavata
A

assumendo che lo spazio campione fosse discretondicppplicabile a
qualsiasi spazio campione discreto. & uno specifico valore della
variabile casuale discretq questa formula si pud usare per calcolare la
probabilita cheX assuma il valor&.

Questa probabilita e percio data da (1):

(1)P{x:x}:xZ:lp.

dove la)’ viene fatta su tutti i punti campione in cui laiabile casualeX

ha valorex. Come esempio s¥ rappresenta la somma dei punti ottenuti
nel getto di due dadi, tenendo conto che tuttintpgampione hanno la
probabilita di 1/36, allor®{ X=7} = 6/36.

Questo risultato deriva dal fatto che vi sono 6tpaampione il cui valore

di X =7 e piu precisamente (1,6),(2,5),(3,4),(4,32)%6,1).

Funzione di Probabilitd o Funzione di densita di Pobabilita: Per
calcolare le probabilita delle variabili casualisctiete € conveniente
introdurre una funzione chiamafanzione di probabilitao funzione di
densita di probabilitao piu brevementéensita Si puo dare la seguente
definizione:

Definizione: sia X una variabile casuale discreta, allora la funziéne
definita daf(x) := P{X = x} viene chiamata la funzione di probabilita o la
funzione di densita di probabilita della variabdese soddisfa le seguenti
proprieta:

1)f(x)>0

2) >, f(x) =1

Si fa notare che in genere si parla di densitaanfdosi ad esempio ad una
distribuzione contigua di massa, ovvero di matériago una retta o un
piano e che percio il suo uso a proposito di usariduzione di probabilita
discreta puo sembrare improprio. Tuttavia, poictsesiderabile usare la
stessa terminologia per questo tipo di funzioreepsr le variabili discrete
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che per quelle continue, e poiché il termine dansitappropriato per le
variabili continue, esso verra usato anche nel dasweto.

Una funzione di densita spesso consiste semplicendiruna tabella di
valori, cosi nel lancio di due monete se la val&ald rappresenta in

numero la somma delle teste ottenute, la funziomewsita discreta si puo
definire per mezzo del seguente insieme di valori:

f(O):P{X:O}:XZ,O SHESVA
f(1):|3{x:1}:xZ::l PP =Y+ Ya=Ys

f(2) = P{X = 2}:;2 P =y,

et TT

CC TC

~
s
X

Si fa notare che la funziori&) € uguale a zero se£ 0, 1, 2.

Per giudicare come si distribuisce una variabikuede discreta, cioé come
la sua probabilita varia al variare del valore a@lethriabile, € utile tracciare
il grafico della funzione densita per mezzo di wafigo a segmenti. Come
esempio di tale grafico la variabil€é rappresenta la somma dei punti
ottenuti lanciando due dadi. Attribuendo I'esatébove diX a ciascuno dei
36 punti dello spazio campione corrispondente atia di due dadi e
assumendo uguali le probabilita per i tutti i puocéimpione mediante
I'impiego della formula (1) si ottiene:

f(2) = f(12) = 1/36:

f(3) =f(11) = 2/36:
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f(4) =(10) = 3/36;
f(5) =f(9) = 4/36;
f(6) =f(8) = 5/36;
f(7) = 6/36;

Il grafico a segmenti delf(x), con i valori qui indicati, € mostrato nella
figura proposta di seqguito:

Bi36 |

SI36 o

4536

cTicl _
Fig.1

2136

1036 |

2. 3 4 5 B T 8 8 10 11 12

Lo scopo di introdurre una funzione di densita ellgudi semplificare la
notazione e il calcolo delle probabilita delle aili casuali discrete.
Dopo che una funzione di densita € stata determimaih € piu necessario
calcolare le probabilita degli eventi riguardanthauvariabile casuale
sommando le probabilita dei punti campione comdan@dl). Si possono
invece considerare i punti dellasgedovef(x) > 0 come i punti di un
nuovo spazio campione discreto con le probabikdte dlai valori delf(x)
calcolata in quei punti. Per esempio>seappresenta la somma dei punti
nel lancio di due dadi il huovo spazio campionesistiera degli undici
punti 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12 e le philita associate a quei punti
saranno i valori delf(x) calcolati in precedenza.
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Questo nuovo spazio campione € mostrato in figura:

136 236 36 436 &136 RI36 G136 4036 2136 2136 1136

2 3 4 5 i 7 2 4 10 11 12

Questo spazio campione e semplicemente una rappaeERe
dell'informazione trasmessa poco prima dalla figlra

Ora consideriamo il calcolo delle probabilita dedéntoX € R, oveR € un
dato insieme di punti sullasseex € R rappresenta I'evento chéassuma
valori di R. Considerando il nuovo spazio campione generai eldaf(x)

una diretta applicazione di una formula gia visiag Z Pi , fornisce il
A

risultato:

(1) P{Xe R} = ;{ F(X) dove la)’ viene fatta su quei valor in R per |

qualif(x) > 0.

Il calcolo di questa probabilita in questo modo iesdlito molto piu

semplice del calcolo che si basa sullo spazio canapioriginario

dell’esperimento. Usando nuovamente I'esempio detib di due dadi
supponiamo di voler calcolare la probabilita chestenma dei punti sia
maggiore di 7. Considerando il nuovo spazio canpiorlla figura
precedente questa probabilita € data da :

P{X>7}= Z‘é F(X) = £(8) + f(9) + f(10) + f(11) + f(12) = 5/36 + 4/36

+3/36 + 2/36 + 1/36 = 15/36.
Se questa probabilita si dovesse calcolare usaadspé&zio campione
originario sarebbe necessario sommare la probabtiéi 15 punti
campione le cui coordinate hanno come somma urre/ah@ggiore di 7,
CioeP{X > 7}= D P =1/36 +...+ 1/36 = 15/36.

X>7
In questo caso in effetti non ¢’é un vantaggioipatare ad usare il nuovo
spazio campione, pero per spazi campione piu coatpli vantaggio puo
essere considerevole.

Funzione di DISTRIBUZIONE, o di distribuzione cumulativa, o di
ripartizione : Una funzione strettamente affine alla funzioneeinsitaf &
la corrispondente funzione di distribuziofe
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Essa e definita come segue:
F(x) = P{X < x} =2, f(!) dove lay viene fatta su tutti i valori della

t<x
variabile casuale discreta che sono minori o ugdiak. Per costruire il
grafico della F(x) corrispondente alld(x) occorre calcolare il valore
assunto dall&(x) negli undici punti 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12. Si ha
quindi che:

F(2) =P{X< 2} = 25 f(t) =f(2) = 1/36;

F(3) =P{X< 3} = tZ;, f(t) = f(2) +1(3) = 1/36 + 2/36 = 1/12;

F(12) =P{X <12} ::le f()=f2) + ... +f(12) = 1.

Funzione di probabilita congiunta, o di densita di probabilita
congiunta: Molti esperimenti implicano molte variabili casuainziché
soltanto una. Per semplicita consideriamo due bdirieasuali discreteX,

Y. Un modello matematico per queste due variahilna funzione che da
la probabilita cheX assuma uno specifico valaxee contemporaneamente
Y assuma uno specifico valoyeSi puo dare allora la seguentgfinizione
SianoX e Y due variabili casuali discrete allora la funzidneéefinita da
f(x, y) := P{X = x; Y =y} viene chiamata lafunzione di probabilita
congiuntao la funzione di densita di probabilita congiundalle variabili
X, Y se soddisfa le seguenti proprieta:

f(x, y) > 0; ;Z,f(x, y)=1:

L’aggettivo congiunto spesso si omette perché npossibile confondere
una funzione di due variabili con una funzione i $ola variabile.

Esempio:consideriamo un esempio in cui la variabderappresenta |l
numero di carte di picche ottenute nell’'estrarr@ yomima carta da un
mazzo e la variabil&y rappresenta il numero di carte di picche ottenute
nell’estrarre una seconda carta dal mazzo senzaackpeima sia stata
reinserita. In questo caso le varial{j Y possono assumere soltanto i
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valori O e 1. Allora ricordando la regola di moli@azione delle
probabilita, ciodP{ A n A}=P{ A} - P{AsA}, si ha che:

f(0,0)=P{X =0y = 0}=P{X = 0} - P{Y = OX = 0}=39/52- 38/51=0,56;
f(0,1)=P{X =0y = 1}=P{X =0} - P{Y = 1KX = 0}=39/52- 13/51=0,19;
f(1,0)0=P{X=1Y=0}=P{X=1}-P{Y=0K=1}=13/52- 39/51=0,19;
f(1,1)=P{X=1Y=1}=P{X=1}-P{Y= 1K= 1}=13/52- 12/51=0,06.

Una funzione di densita congiunta si puo usarecpkolare le probabilita
delle variabili casuali discret®, Y sommando |d(x, y) sopra opportuni
valori delle due variabili, proprio come le prol@hi della variabile
casuale discretX si calcolano sommando &) sopra opportuni valori
della variabileX. Come nel problema monodimensionale & conveniente
adoperare in un nuovo spazio campione rispetto aelagoriginario che
consiste dei punti del piangy dovef(x, y) > 0 e le cui probabilita sono i
valori forniti dallaf(x, y).

Esempio:consideriamo come esempio quello in cui la funeidndensita

di due variabili casuali discrebg Y e data dd(x, y) = 2% (x + 2y) dovex,

y pOosSsono assumere tutti i valori interi, tali chesOx<2 ;0 <y <2e

f(x, y) = O altrove e vogliamo calcolafg{ X > 1; Y < 1}. Lo spazio

campione con le probabilita calcolate tramite lanfola suddetta é
mostrata nella figura :

y
5 427 527 627

227 3/27 4/27

0/27 1/27 2/27
0 1 2 X

Si puo quindi calcolare la probabilita richiestag@ data da:

Pix > 1y <1} =X 1(6Y) =33 f(6y) =DIF(x0)+(xD)] =

x>l y<1 x=1 y=0
=f(1, 0) + f(1, 1) + f(2, 0) + f(2, 1) = 1/27 + 32 2/27 + 4/27 = 10/27 =
=0.37=37 %.
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Variabili indipendenti : Due variabili che sono senza rapporti in senso
probabilistico sono chiamate variabili indipende®oiché I'indipendenza
di due eventi,, A, € stata definita dBR{A; N A} = P{A} - P{A}, una
definizione corrispondente per le variabili casualovrebbe essere
conforme a quella definizione. Considerando eveatheX ¢ A, Y ¢ B
dove A e B sono due insiemi qualsiasi nei domini di definiodelle
variabili X, Y rispettivamente, la definizione di indipendenza peenti
richiederebbe che :

() P{XeA YeB}=P{XeA} -P{Y ¢ B}, per ogniAB.

Questa viene presa spesso come definizione di endgnza di due
variabili. Tuttavia poiché ora stiamo ponendo l'axto sulle funzioni di
densita cercheremo di dare una funzione equivalesdata sulle funzioni
di densita. A tale scopo siaf(y) la funzione di densita delle due variabili
e g(x), h(y) siano le funzioni di densita delle singole vatliabAllora
scegliendo gli insiemA, B come costituiti rispettivamente dai singoli punti
X, ¥, la (1) siriduce all®{X=x,Y=y}=P{X=x} - P{Y =y} per ognix,

y.

Ma in termini di funzione di densita questa sigeri

f(x,y) =9(x) - h(y) per ognk, y.

Viceversa sd(X, y) = g(x) - h(y) per tutti glix, y allora operando nello
spazio campione delle due variabili casuali segeregmalogia con la (1)

P (xeR) =2, T ) che:

XOR

P{XeA YeB = 22 f(xy) =2 > g()th(y) =D 9(x). > h(y) -

xOJA yOB xJA yOB xOA yOB
=P{X¢eA}- - P{Y¢eB}
Questa mostra che la (1) vale per tuttiAglB se e soltanto se:
f(x, y) =d(x) - h(y), per ognix,y.
Poiché l'ultima relazione e espressa in terminfuthzioni di densita ed e
piu utile della (1) essa viene usata per definirdipendenza, si puo
dungue dare:

Definizione le variabili casualkX, Y, la cui funzione di densita congiunta
e f(x, y) e le cui funzioni di densita individualj(x), h(y) , sono
indipendenti se e soltanto se :

(2)1(x, y) = 9(x) h(y) , per ognk, y.
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La precedente definizione si pud generalizzarena nuova maniera per
definire l'indipendenza da variabili casuali, cosi:

Definizione le variabili casualX;, X5, ..., X, , la cui funzione di densita
congiunta d(xy, X, ..., X,) € le cui funzioni di densita singole sof(x),
f2(%0), ..., fn(Xn) , sono indipendenti se e soltanto se:

f(Xl, X2y vivy Xn) = f]_(Xl)' 'fz(Xz)' fn(Xn) per Ognixl, X2, vivy Xpy.

Distribuzioni marginali e distribuzioni condizionate: poiche €
importante sapere se un insieme di variabili € okt da variabili
indipendenti , sarebbe auspicabile disporre di whodo sistematico per
ricavare le funzioni di densita delle singole viailiadalla loro determinata
funzione congiunta. Un tale metodo si ottiene sehifeolta per il caso di
due variabili servendosi della regola di moltipimme delle probabilita.
Sebbene il metodo si possa facilmente estenderng aipdue variabili
limiteremo per ora la trattazione a due sole vdriabsuali discrete. A tale
scopo consideriamo un esperimento inAurappresenta I'evento che una
variabile casualeX assuma il valorex e A, I'evento che una seconda
variabile casual& assuma il valorg.

La regola di moltiplicazione (3P{A:NA} = P{A} P{A)JA} assume
allora la forma che deriva dall’esprimere le prab&bdegli eventi in
termini di funzione. Poiché orB{ A;/NA,} da la probabilita che le due
variabili casuali assumano rispettivamente i vatpyi , essa rappresenta il
valore della funzione di densita congiunta nel purty) cioéf(x, y).

P{A.} in modo simile e la probabilita che la variabdeassuma il valore
percio essa &X). PoicheP{A,|A;} da la probabilitd condizionata ché
assuma il valorg quandoX ha il fissato valore, essa si puo trattare come
il valore di una funzione di densita condizionakte si indica cori(y | X),
allora la (3) diventa: (4ix, y) =f(x) f(y | X).

Poiché fy | X) da la probabilitd condizionata cheassuma il valorey
quandoX ha per valore fissato il valore, la somma df(y | X) su tutti |
possibili valori diy deve essere uguale a 1. Quindi se entrambi i membr
della (4) si sommano su tutti i possibili valoriMsi ottiene:

2 (Y =f(x) - Zy:f(ylx):f(x) con, f(ylx =1,

N
1

Quindi:
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5)fx)= 2, F(xY) .

La funzionef(x) viene chiamata la funziond densitd marginale della
variabile X, comunque essa € semplicemente la funzione ditdehX.

In modo analogo la funzione di densita della valgaly, g(y), si puo
ottenere sommando f&, y) su tutti i possibili valori della variabil¥ per

un fissato valorg, si ha chey(y) = 2, T (% ¥).

Gli ultimi risultati mostrano che se si ha la fumze di densita congiunta di
due variabili casuali discrete e se si desideffanaione di densita di una
di esse, e semplicemente necessario sommare laohenzli densita
congiunta su tutti i valori dell’altra variabile.alLfunzione di densita
condizionataf(y | X) da la distribuzione di probabilita della variablY
guando viene mantenuto fisso il valorexdi

Per la formula (4), ciod(x, y) =f(x) f(y | X) , sef(x) > O si puo scrivere:

f(xy)
6)f(y [x) = f(x)

La distribuzione condizionata della variabke quando si ha mantenuto
fisso il valore della variabil¥, é data dalla formula analoga:

f
fx|y) = a(y)

Cio mostra che se si conosce la funzione di dermitézgiunta di due
variabili e si desidera la funzione di densita deiothata di una di esse,
quando il valore dell’altra viene mantenuto fiss®, semplicemente
necessario dividere la funzione di densita congiypgr la funzione di
densita della variabile il cui valore viene tentisso.

cong(y) > 0.

Ricordando le formule qui di seguito, trattereme @sempi in seguito:
(4) f(x y)= 1(X0f(yl ¥
) F)=2 f(xy)

y

f (X, y)
f(x)

6) F(y[x)=
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Esercitazioneper illustrare i concetti precedenti supponiame ah’urna
contenga due palline bianche e quattro nere eelieié¢ palline vengano
estratte dall’'urna. Le variabilK e Y rappresentano i valori delle due
estrazioni, O corrisponde ad una pallina nera @ lraa pallina bianca.
Allora ogni possibile risultato sara rappresent@ouno dei quattro punti
del piano X,y) di fig. 1 di coordinate (0,0); (0, 1); (1,0); Q,

Dai contenuti dell’'urna e dall’ordine in cui le estioni sono fatte,segue
direttamente dalla (4) che:

(0, 0) =f(0) f(0|0) = 4/6 - 3/5 = 6/15:
£(0,1) =f(0) f(O|1) = 2/6 - 4/5 = 4/15;
f(1, 0) =f(1) f(L|0) = 4/6 - 2/5 = 4/15:

f(1, 1) =f(1) f(1]1) = 2/6 - 1/5 = 1/15;

z=fizy) L+ 6/15

4/15 Fig.1

415

Lol (% ’

(/ (1,1)

H

| valori dellaf(x, y) sono riportati nel grafico a segmenti di fig. 1.

Per illustrare come ottenere una distribuzione matg e una
distribuzione condizionata dalla distribuzione comig assumiamo ora
che siano noti solo i valori dell{x, y) appena calcolati. Cosi la sola
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informazione disponibile € quella data in figurantlipendentemente da
come sono stati ottenuti quei numeri.
La funzione di densita marginale della variabke si puo ottenere

1
applicando la (5), ciofx) =2 f(X,Y) .
y=0
1
Siha:  f(0)=2. f OY) =0, 0) +f(0, 1) = 6/15 + 4/15 = 2/3
y=0

t1) = 2, T@Y) =1, 0) +f(1, 1) = 4/15 + 1/15 = 1/3
y=0

Se | quattro punti del piangy si pensano come punti di massa della
probabilitd la cui massa totale € 1, allora lardiszione marginale della
variabile X rappresenta la distribuzione della massa di prtitzatungo
'assex dopo che i punti di massa di probabilita del piaycsono stati
proiettati perpendicolarmente sullasse La funzione di densita
condizionata diY per un fissato valore di si puo ottenere applicando la
formula (6) ed usando i risultati appena ottenDdsi se alla variabilX e
assegnato il valone=1 si ha:

f@y) . fdo) 4
6) fy11) = —f e auindif(0l1) = " =33 = 4/5 ef(1]1) =
fay 1

Geometricamentef(y|1) rappresenta la distribuzione della massa di
probabilita lungo la retta = 1 quando | due punti su questa retta hanno

1
avuto la loro massa di probabilita moltiplicata parnumero, ciot (1)

tale da rendere la somma delle loro masse uguhle a

Esercitazione:come secondo esempio, in cui la funzione di dansit
congiunta € data direttamente, consideriamo laifunezdi densita definita

1
comef(x, y) = 55 (X + 2y) dovex ey possono assumere solo i valori
27

interi x =y = 0,1,2. Lo spazio campione con le sue probaluiiolate
tramite questa formula, € mostrato in figura lav@ima.
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Dalla formula (5) la funzione di densita margindédia variabileX e data

dalla:
i L (X +2y) 1(x+x+2+x+4) 1(x+ 2)
— —(X - — _ —
) = v=0 27 y) = 27 -9
In modo simile :

a(y) = XZ;)E(X 2y) = —(2y+1+2y+2+2y) = (2y +1)

E’ chiaro che in questo ca§(x, y) non € uguale al prodotto delle due
funzioni di densita marginale e percoe Y non sono variabili casuali
indipendenti. Dalla formula (6) e dal risultatoesttito per ld(x) segue che
la funzione di densita condizionata diper una fissato valore die data
dalla :

1
27(x+2y) X+2y
iyl = ;(X+2) T 3(x+2)

Se adk si assegna per esempio il valare 2 si ha che:

2+2
fy|2) = Ty = —(y 1) .
Questa funzione sarebbe utile se si volessero laaécte probabilita per
piu valori dellaY quando si sa che= 2; si puo facilmente verificare che
guesta e una funzione di densita di probabilitéatinsommando i tre
valori di questa funzione corrispondentg=8,1,2 si ottiene come risultato
1, infatti:

1 1 1
f(0]2) +f(1]2) +f(2[2) :g(0+1)+g(1+1)+g(2+1) =1/6 + 2/6 + 3/6 =
=6/6 =1 .

Variabili casuali continue: una variabile casuale continua € una variabile
definita su di uno spazio campione continuo. Valialome il peso, la
temperatura, la velocita, etc. sono variatantinue Si potrebbe discutere
sul fatto che in realta tutte queste variabili somsxtrete perché qualunque
strumento di misura venga usato, esso presentarsemp limitata
accuratezza di lettura; in ogni caso € conveniat#k punto di vista
matematico fare l'ipotesi che tale limitazione remista.
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Funzione di densita di probabilita per calcolare le probabilita di una
variabile casuale continua viene introdotta flanzione di densita di
probabilita o funzione di densita piu brevementdensita della variabile
La sua definizione formale si potrebbe dare imntadiente, ma
cercheremo di motivarla esaminando cio che accddena funzione di
densita discreta, quando lo spazio campione divemia denso. Per
esaminare le proprieta delle variabili continuestdariamone una indicata
con X rappresentante lo spessore di un disco metalliodgito da una
certa macchina. Se la macchina producesse ad esdidischi, i cui
spessori fossero misurati con 3 cifre decimalieavno a disposizione 100
valori della variabileX con cui studiare il comportamento della macchina.
Se questi valori venissero raccolti e rappresemiatorma di tabella, si
potrebbe trovare un insieme di valori come qudllistrati nella tabella
seguente che fornisce la frequenza assoluta cosicsdno presentati |
valori della variabileX:

X 0,231 0,232| 0,233| 0,234/ 0,235/ 0,236| 0,237| 0,238 0,239

Frequenzal 2 8 18 28 24 13 4 2

Si fa osservare che il termirieequenzaindica di solito il rapporto fra il
numero di volte che si & presentato uno specifatore della variabile X e

il numero totale di valori osservatpero essa viene anche usata per
indicare il numeratore di questo rapportQualora nel seguito vi fossero
dubbi sul significato del termine “frequenza” fa@mso rispettivamente
dei termini ‘frequenza relativae “frequenza assolutaPer rappresentare
graficamente i risultati della tabella 1 si usa grafico chiamato
Istogramma che possiamo costruire:

30 28

0.231 0232 0233 0234 0235 0236 0237 0238 0.239

Un istogramma € un grafico come quello illustratdig. 1 in cui si usano
delle aree per rappresentare le frequenze osservatparticolare le
frequenze relative, cosi I'area del rettangolo i@atad esempio in 0,234
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dovrebbe essere uguale alla frequenza relativa; Quttavia spesso in
pratica si usa scegliere una conveniente unitaisiina sull’assey con |l
risultato che le aree dei rettangoli possono esseitanto proporzionali
anziché uguali alle corrispondenti frequenze redatl’istogramma di fig.
1 e stato costruito con una siffatta convenienwtaai unita di misura,
quindi come si puo osservare le aree sono soltparaporzionali alle
frequenze relative. Se l'istogramma si deve costrin modo che le aree
siano uguali alle frequenze relative, allora 'atetale dell’istogramma
deve essere uguale a 1 perché la somma delle freguelative deve
essere uguale a 1. 3eindica la distanza fra valori di consecutivi

fi
I'altezza del rettangolo centrato ¥y deve esserey , dove f é la

frequenza assoluta dj ed N e il numero totale di osservazioni. Questo
risultato € ovvio quando si pensa che questa amaimltiplicata per la

f
baseh deve essere uguale alla frequenza relaf\T‘lva

L’'istogramma di fig. 1 indica la frequenza con aiiottengono i vari
valori della variabileX per 100 esecuzioni dell’esperimento; se si fossero
fatte 200 esecuzioni l'istogramma risultante saeetiato grande il doppio
di quello basato su 100 esecuzioni. Per confrontogrammi basati su
numeri di esecuzioni dell'esperimento diversi frarol € necessario
scegliere unita di misura sullassg in modo tale che larea
dell'istogramma sia sempre uguale a 1. Con questitasdi unita di
misura ci si dovrebbe aspettare che Iistogrammiaddsse ad un’
istogramma fisso, cioé che non cambia piu all’aumrendel numero di
esecuzioni dell’esperimento. Inoltre se si fa Itg® che X si possa
misurare tanto accuratamente quanto si vuole, aieel’unita di misuran
sull’assex possa farsi tanto piccola quanto si vuole, allrai dovrebbe
aspettare che I'istogramma si smussasse e pera@gss® curva continua
guando il numero di esecuzioni dell’esperimento anta infinitamente ed
h si sceglie sempre piu piccola, cioe tende a z€aoando l'area
dell'istogramma € uguale a 1, segue che la somiha @ee di rettangoli
contigui fra loro € uguale alla frequenza relatea cui il valore diX cade
nell'intervallo costituito dalle basi di quei retigoli. Poiché questa
proprieta continuera a valere allaumentare del enamdi esecuzioni
dell’esperimento, I'area sottesa dalla curva fra dwalsiasi valori diX
dovrebbe essere uguale alla frequenza relativa leorquale ci si
aspetterebbe che il valore osservato Xi cadesse dall'intervallo
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determinato da quei valori. La funziofi§), il cui grafico € concepito
come forma limite dell'istogramma, viene presa conwlello matematico
per la variabile casuale continda e viene chiamata lafinzione di
densita di probabilitd della variabile.

a b

H

Poiché la frequenza relativa, nel caso di un’ isiogna, € sostituita dalla
probabilita nel caso di un modello matematico, éfirdzione di funzione
di densita di probabilita di una variabile casuadmtinua si puo stabilire
nella formula seguente:

Definizione una funzione di densita di probabilita di una variabile
casuale continua X € una funzione f che possiededaenti proprieta

1) f(x) > 0

2) jf(x)dx = 1 =P{ —00 < X< +00}

b
3) j f(x)dx =pfa<X<Db}, doveaeb sono due valori qualsiasi

di X cona<b.

La prima proprieta € ovviamente necessaria perahprobabilita deve
essere non negativa; la seconda proprieta cormgpanrichiedere che la
probabilita di un evento che e certo di verificateve essere uguale a 1,
infatti certamenteX assumera un qualche valore reale quando vieree fatt
una sua osservazione. Nel calcolare poi le proiebdi una variabile
casuale continua si richiede soltanto che la vaeaipaccia in qualche
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intervallo. Come risultato si ha che le probabitiglle variabili continue
sono sempre date da integrali, mentre quelle d&lerete da somme. Se il
dominio della variabileX non € l'intera retta reale si fa I'ipotesi ctig) sia
definita nulla per i valori esterni allo specifioatominio della variabile.

Esempioconsideriamo la possibilita di usare la funzidp@=Ke™ conK
costante come funzione di densita della variakil®er la prima proprieta
e chiaro ch& > 0 deve essere positiva. Poicheé :

+oo +00
Ly ] L
je dx — -ex]—oo = 0 + €%, segue che la variabilX deve essere

limitata. Quindi facciamo l'ipotesi ch& possa assumere valori soltanto
non negativi, allord(x) sara definita nulla per valori negativi e datdada
formula suddetta per valori non negativi. Sotto sjaeipotesi si ha che

+00

Jerdx =g lo =0+1=1.
0

Quindi, seK=1, puo essere una funzione di densita della viigiala

seguente funzione :
f(x) = -, conx> 0 ef(x) = 0, conx< 0.
Il calcolo ad esempio della probabilita dAfl<X<2}diventa allora uguale

z 2
a: J'e “dx = —e‘x]l = -e*+e'1 = 0,23,
1

Il grafico di questa funzione di densita e la r&@s@ntazione come area
della probabilita che 1 X < 2 € mostrato nella figura seguente:

T

f(x)

P{1<X<2)}

L
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E’ importante sottolineare che sebbene in qualslatd del problema la
f(X) si possa scegliere a piacimento, naturalmentenskecle conoscenze di
cui dispone lo sperimentatore, una scelta per eyrbbabilita risultanti

non approssimano bene le frequenze relative odserveon €

verosimilmente una scelta utile.

Funzione di distribuzione (o di distribuzione cumubtiva o di
ripartizione) : la funzione in oggetto per la variabile contingae data
dalla (1):

F) =P{x<x} = [ ft)at

Esempio: come esempio si puo ricavare dalla (1) la funzidf(®)
corrispondente alla funzione di densita nellesempitrattato
precedentemente . Si ha che :

X

< 1X
Fx) = |e'dt = g'lo =1 - & perx>0
0
£ 1 X
F(x)= )€ dt =.g'lo =0, perx<0

0
Il grafico dellaF(x) € mostrato in figura 1;

I

F(x)

1
F(1)
F(2)

R o

- 44 -



Si fa notare che la probabilig{l < x < 2} = F(2) — F(1) cioe dalla
differenza delle ordinate nel grafico defi&).
F2)-F1)=1-&-(1-¢&)=¢€e'-e°=0,23.

La funzione di densit& quella pit comunemente usata nelle applicazioni
della teoria statistica, ma ancheflazione di distribuzion@ molto utile

nel ricavare parte di quella teoria. A volte e faadile trovare la funzione

di distribuzione di una variabile casuale che la &inzione di densita. In
qguesti casi la funzione di densita si puo ricavdgegdvando la funzione di
distribuzione per il teorema fondamentale del daldifferenziale, cioe la
derivata :

dF(x
di ) - f(X) purché ld(x) sia una funzioneontinua

Considerando lI'esempio appena trattato si puo tinfatrificare che
derivando la funzione di distribuzione si ottieaecbrrispondente funzione
di densita, infatti la derivata dellgx) rispettodx, cioe :

dF(x) _d _X _x
E -2 1-e)=e™, perx=0
dF(x) _ d

o —a(l—e‘x):o , perx<0

Funzione di densita congiunta continuaUna funzione di densita di due
0 piu variabili casuali continue €& la naturale gafiezazione di una
funzione di densita di una variabile; cosi una fone di densita di due
variabili casuali continueX, Y si indica conf(x, y) e, come €& noto, e
rappresentata geometricamente da una superfici® glazio a tre
dimensioni, cioe dalla superficee= f(x, y) proprio come la funzione di
densita di una variabile e rappresentata da uneacoel pianoxy, cioe
dalla curvay = f(x). Se gli integrali delld(x, y) devono fornire probabilita
e necessario che il volume totale sotteso da qsegixficie sia uguale a 1
e che il volume sotteso da questa superficie cheegsopra una regioifie
nel pianoxy dia la probabilitd che le variabili casualie Y assumano
valori che corrispondono a un punto interno a quesgione. Queste
proprieta essenziali per una funzione di densitdui variabili si possono
formalizzare come segue:

Definizione una funzione di densita di due variabili casuadntinue X e
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Y e una funzione f che possiede le seguenti pitaprie

1) f(x,y)=0

+00 +o0o

2) j j f(x, y)dxdy=1

—00 —00

3) Hf(x, y)dxdy= R X YJ R ner ogniR

Si fa l'ipotesi che la regionR sia tale che I'integrale delféx, y) su quella

regione esista.
Molto spesso la regiorie sara un rettangolo del tipop<x <b,c<y<d,
nel qual caso, la terza condizione diventa:

jzjif(x,y)dxdy: Rex X< p&g ¥ ko

(la superficie deve stare sopra al piayp non sotto!Dobbiamo avere un
volume positivo!)

Y

Esempio:come esempio di funzione di densita di due vdrigasuali
continue consideriamo la funziond(xy) = €% che & una
generalizzazione in due dimensioni dell’esempiosaigrato prima. Se la
f(x, y) si definisce essere nulla per valori negativixdh y, e data dalla
formula per valori non-negativi delle due variahil/vero :

f(x,y) = €**Y perx,y>0

f(x,y) = e**¥ perx,y<0
Si puo osservare che le prime due proprieta soddisfatte. Infatti:
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j je-<x+y>dxdy= j j e 0e’ dxdyj -é(j @ Yy &
00 0 0 0 0
= je‘X{—e-y];*} dx:j &0 + & dxl
0 0
Il calcolo ad esempio della probabilita che X< 2 e 0 <Y < 2 e allora
data da:

P{l< X<2,0<Y< 2}:ﬁ gy dxdycff e0¢ dxdy
:je-xqe-ydy dx:j e(- ¢3 dxj ¢- Bd) &
:(1—e-2)[fe-x de(l- &)- &P=01- - é+ é=0.2C

Il grafico di questa funzione di densita e la raggntazione della
probabilita che 1 K < 2 e 0 <Y < 2 come volume sotteso dalla superficie

z=f(x, y) = e**¥ & mostrato nella seguente figura:

s

f(x, y)

P(1<X=<20<Y=<2)=0,20

1 2—

"

Due o piu variabili casuali continue che sono semapporti in senso
probabilistico si diconandipendentiproprio come nel caso delle variabili
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discrete. La definizione di indipendenza data nasoc delle variabili
discrete si estende anche al caso delle variatitimue. Ci occuperemo
fra poco di alcune distribuzioni di probabilita siavariabili discrete che di
variabili continue che nella realta si sono dimasr modelli
particolarmente utili. In ciascun caso la distrilmme sara specificata
presentando la sua funzione di densita. In motiblgmi pero é sufficiente
conoscere soltanto alcune caratteristiche o prigpde una distribuzione
anziché studiare l'intera distribuzione, e in paotare e spesso sufficiente
che siano noti i cosiddetthomenti di ordine bassali una distribuzione.
Ci occuperemo quindi dei momenti di particolaritdi®izioni, come pure
delle loro funzioni di densita.

Variabili discrete: la maggior parte delle variabili discrete che moao

negli esperimenti di tipo ripetitivo sono di tipa@dnteggio”, come ad
esempio il numero di incidenti che un automobilis& in un anno; il
numero di insetti che sopravvivono ad una irromagjoed altre ancora.
Queste variabili possono assumere soltanto valdgrii non negativi.
Sebbene le variabili discrete che presenteremoosifrtipo conteggio,
impiegheremo una notazione sufficientemente gemeial modo da
comprendere anche altri tipi di variabili casuadicdete.

Valore atteso Prima di considerare specifiche funzioni di denstia
variabili discrete ci occuperemo dei momenti di utiatribuzione di
probabilita, cosi da essere poi in grado di cateolamomenti di quelle
particolari distribuzioni. Ancora prima pero intiogdemo e definiremo un
concetto piu generale e cioé quellovdiore attespin quanto i momenti
saranno casi particolari del valore atteso. Indltnealore atteso € anche
uno strumento molto utile per studiare altre pregaridi una distribuzione.
Come esempio per illustrare il concetto generale vdiore atteso
consideriamo un gioco in cui si lanciano 3 monet® gince un 1$ per
ogni testa che esce. Se la variabilmdica la somma vinta, allora essa puo
assumere soltanto i valori 0, 1, 2, 3 cui corristmmo le probabilita 1/8,
3/8, 3/8, 1/8. Queste probabilita risultano evideatsi considera lo spazio
campione dell’esperimento del lancio di tre monkstrato in figura:
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CCT CTT

TCT TTT

CCC CTC

/ TCC TTC

X

Ci si dovrebbe percio aspettare di vincere 0$ p&rdi volte; 1$ per 3/8;
2% per 3/8; 3% per 1/8 se il gioco fosse fatto tangiumero di volte. Ci si
dovrebbe percio aspettare di vincere in media tansa seguente:
(0-1/8)+(1-3/8)+(2-3/8)+(3-1/8),50.

Questa somma, cioe 1,50 $, é cio che rappresentareemente la somma
che ci si aspetta di vincere.

Supponiamo che la variabile casuale discietdebba assumere uno dei
valori xq, X, ..., Xx € che le probabilita associate a quei valori si@xg,
f(xo), ..., f(x). Allora il valore atteso della variabil¥ € definito dalla

formula:
k

(1) E[X] = Z f(X) =1  E[] sta per expected valu}

i=1
Nell’esempio visto la variabilX € la somma vinta nel lanciare 3 monete |
cui valori possibili sono:
X1=0,%=1,X%3=2,X%=3;
e le probabilita corrispondenti sono:
f(xq) = 1/8,f(x,) = 3/8,f(x3) = 3/8,f(x,) = 1/8.
Ora supponiamo che il gioco considerato venga nmuadd in modo da
vincere la sommay(x) invece dix; quando si ottiene il valorg . Ad
esempio peg(x) si potrebbe scegliere la funziog&)=x’, il che significa
che si vincerebbe in $ il quadrato del numero stigteiscite.
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Allora il valore atteso nel gioco cosi modificatarebbe dato dalla

formula:
k

(2) E[g()] = 2. 9(%) Tf (%)

i=1

Nelle formule (1) e (2) si assume che ci sia stitam numero finito di
valori possibili della variabile casuale Per eliminare questa limitazione
si introduce la seguente definizione piu genergplieabile a qualsiasi
variabile casuale discreta:

Definizione Il valore atteso della funziong(X) della variabile casuale
discretaX, la cui funzione di densitafee dato da:

(3) E[g(X)] = gg(x)ﬂf(x)

Si intende in questa definizione ckgxy,... sono i possibili valori dK e
f(x1),f(X2),... sono le probabilita corrispondenti. Il valoréteao della
variabile X viene chiamato di solito IMEDIA della variabile casuale
X,oppure [aVIEDIA della distribuzione della variabile casuXle

Se X puo assumere soltanto un numero finito, ad esemlpid possibili
valori, allora l'indice superiore della somma at@edo membro della (3)
sara naturalmente anzichéx. Quando la variabilX possiede un numero
infinito di valori possibili con probabilita posie € necessario assumere
che la serie infinita al secondo membro della B)verga.

MOMENTI :I momenti della distribuzione di una variabile wcake
discretaX si possono definire in termini di valori attesno® segue:
Definizioneil momento d’ordine k dall'origine della distribume della
variabile casuale discreta X, la cui densita e fla¢éo da

(4) W = E[X] = ZX CF (%)

Il momento d’ordinek di una distribuzione € comunemente chiamato |l
momento d’ordinek della variabile casualX avente, si intende, quella
distribuzione. Cosi si puo parlare dixpcome del momento d’ordink
della variabileX, oppure come del momento d’ordikelella distribuzione

di X. Il momento del primo ordine 1= E[X] ricorre cosi spesso che esso
viene indicato con il simbolo u (senza apice ‘ dipek).
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Poiché anche i momenti dalla media sono usati amgriée, essi pure
necessitano di essere definiti.

Definizione il momento d’ordine k dalla media della distribuzeodella
variabile casuale discreta X, la cui densita e flado da

Uk = E[(X-p)] = 2(& - ) OF (%)

| momenti di una distribuzione aiutano a descrivéaedistribuzione
quando la funzione di densita non e disponibile.

Una gran parte dei problemi che implicano i momesaia interessata
soltanto ai primi due momenti, perché essi spessw ssufficienti a
descrivere due utili proprieta della distribuzion®e dove la distribuzione
e centrata e in che grado la distribuzione € cam@enattorno a questo
centro.

I momento del primo dall'origine p si usa per detmare dove la
distribuzione é centrata e il momento del secorrdme dalla media psi
usa per determinare il grado di concentrazionead#Btribuzione attorno
alla media p. Poiché anche il momento del secomdim® dalla media si
usa molto spesso a questo proposito, esso si imdicaimbolo i = o°
(“sigmd al quadrato) e viene chiamatarianza della distribuzione

La radice quadrata positiva della varianza, cip&iene chiamatscarto
guadratico medim deviazione standardella distribuzione.

Esso si impiega al posto della varianza quandesidédra una misura della
concentrazione nelle stesse unita di misura dellebile casuale.

Per esaminare in che modo geaiutano a descrivere una distribuzione di
probabilita discreta , le probabilité,), f(x,), ..., f(x) associate ai valori

X1, Xo, ..., Xcdella variabile casualg, siano rappresentate geometricamente
come masse puntiformi la cui somma € 1 e locakzmait puntixy, X, ...,

X Sull'assex. Questa rappresentazione e mostrata in figura 1:

fx) f(x) ... f(x) f(x ) Fig. |

X% W X X,
il
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Allora il momento del primo ordine dall’origine epcome é definito da il
centro di gravita di questo insieme di masse pomtif e percio puo
servire come una misura di dove e centrata o oz la distribuzione.

I momento del secondo ordine dalla mesfidendera ad essere piccolo se
la maggior parte delle masse delle probabilita sor@entrate vicino alla
media 4 e non ci sono masse di probabilita moltaloe da p.Tanto piu
disperse sono le masse attorno alla media, tant@nde e verosimile
che diventic®; cosi la varianza di una distribuzione pud seremme una
misura del grado in cui la distribuzione e concatiatrattorno alla media.
E’ facile tuttavia dare esempi di distribuzioni pari la varianza € una
misura insufficiente della concentrazione dellatrtbsizione attorno alla
sua media. Ci0 nonostante per la maggior partee ditribuzioni piu
comuni essa assolve il suo compito in modo sodchksitz.

Come esempio in cui la varianzd serve a misurare la concentrazione
consideriamo le due distribuzioni di probabilita srate nelle figure
seguenti in cui le probabilita sono rappresentata slegmenti
verticali(fig.2)(fig.3):

04
0.2 0.2 Fig.2

Per entrambe le distribuzioni,applicando la formulbe definisce |
momenti dall’origine,cioé la (4) cok=1, si ottiene pu=3. Calcoli basati
sulla formula che definisce i momenti dalla medaeda (52 conk=2, si
ottiene per le due distribuzioni rispettivament&1.2 e 6°=2.0, e cid
mostra che la prima distribuzione e piu concentdaéa seconda rispetto
alla sua media.
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Come esempio, invece, in cui il valoreadinon sembra indicare la natura
della concentrazione della distribuzione attornda alsua media
consideriamo la distribuzione di fig.4:

07
Fig.4

0.1 0.1

0.05

In questo caso i calcoli danno ancora p=x3=5.1, valore che confrontato
con quelli delle fig.2 e fig.3 indicherebbe scaacentrazione della
distribuzione attorno alla sua media, mentre inMacemaggior parte della
distribuzione e concentrata attorno alla mediasstes

Si puo notare quindi che prendendo una massa diapiiita molto
piccola, sufficientemente lontano dal centro délistribuzione, il valore
della varianza si puo rendere tanto grande quantaade; nonostante la
limitazione della varianza come misura della cotreamone di una
distribuzione attorno alla sua media, come indigalhesempio in fig.4,
la media e la varianza si sono dimostrate quamtaho utili nel trattare le
distribuzioni piu comunemente usate.

Per calcolare |I¥ ARIANZA e spesso piu conveniente calcolare i primi due
momenti dall'origine e poi calcolare la varianza éssi, piuttosto che
calcolarla direttamente usando la formula che fndee. Ricordando la
formula che definisce la varianza, cio si puo @Ezaie come segue:

1o U 1

0? =3 (% - @) TF(x) = Y £ DR -2u0). XD+ 203, ()

Quindi ricordando la formula che definisce i momet#il'origine, si puo
scrivere ches’= ', - 2up + | e quindi la formula richiesta é:

2 _ 2

"= o - M (con guesto si calcola la varianza)
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Funzione generatrice dei momenti Anche se il calcolo diretto dei
momenti dalla formula che I|i definisce puo esseagilé € spesso
conveniente essere capaci di calcolare tali momamdirettamente

servendosi di un altro metodo che ora introdurreEgso implica quella
che é nota come fanzione generatrice dei momer@iome indica il nome
stesso, la funzione generatrice dei momenti € unaidne che genera i
momenti ed € definita come segue:

Definizione la funzione generatrice dei momenti della varialnbsuale

discreta X, la cui densita e f, & data. da

(1) My () =E[¢*] = & 01 3

Questa serie € una funzione del paramétrsoltanto, ma si € messo
I'indice M(0) per indicare quale variabile si sta consideranidoarametro
0 non ha qui nessun significato reale, esso sidiite semplicemente per
aiutare a determinare i momenti. Per mostrare cdipéd) genera i
momenti facciamo l'ipotesi che la funziomesia una funzione di densita

per cui la serie nella (1) converga. Sviluppiama e nella (1) in serie di
potenze e sommiamo termine a termine. Perché il digpotenze per‘e

z 7 7

uguale alt— 1 +E+§+ -~ segue dalla formula suddetta e da quella che

definisce i momenti dall’origine che:

(2 M= Z(1+ >9+—,><?+—>€+ )0 (%)=

=Zf(>s)+iD_Z>s Df(>.<)+5DZ R Of(X)+...=

H H
6 . & . & 6"

:1+i/11+§/12 /13+ +— /uk

k!

k
In questo sviluppo si pud osservare che il coeffite d| ;€ il momento

d’ordine k dall’origine, di conseguenza se si puo determlrharﬁunzmne
generatrice dei momenti di una variabdee si puo sviluppare in serie di
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potenze dB i momenti della variabile si possono ottenere de@mente
esaminando lo sviluppo risultante.

Ora se si desidera un momento particolare puo essenveniente
calcolarlo calcolando la derivata fatta rispetté di M,(0) calcolata per
0=0. Infatti derivando ripetutamente la (2) rispedtbsi ottiene che:

- _d*M,(8)
:uk d¢9k o

. 1,
Infatti per k=1 si ha chéV,(6) :,U1+,U29+E,U392 +...

Quindi M,(6) |, =4 .
Per k=2 si ha cheM (0) = i, + u,0+...
Quindi M.(®) ], =4 e cosivia...

DISTRIBUZIONE BINOMIALE: Consideriamo un esperimento di tipo
ripetitivo in cui si registra soltanto il verificgiro il non verificarsi di un
evento. Supponiamo che spala probabilita che l'evento si verifichi
guando I'esperimento viene eseguito.Indichiamo geri-p la probabilita
che esso non si verifichi. Se I'evento si verificauna data esecuzione
dell’esperimento esso si chiamera un successonaliti un insuccesso.
Siano poi fatten esecuzioni indipendenti e la variabi¥erappresenti il
numero di successi che si otterranno nelEsecuzioni. Affronteremo ora
il problema di determinare la probabilita di otteme& successi nelle
esecuzioni dell'esperimento, ovvero che X.=
A tale scopo determiniamo dapprima la probabilitédttenerex successi
seguiti dan-x insuccessi. Chiaramente questeventi sono indipendenti,
percio ricordando una formula vista a suo tempakda per gli eventi
indipendenti, e cio®{A;NA} = P{A} - P{A,}, questa probabilita e data
da:

X I’l/—\)(
pCpOpLl. pOooddl.. o pOg”
La probabilita di ottenerg successi ed — xinsuccessi, se questi eventi si
verificano in qualche altro ordine, non cambia, cpér basta
semplicemente riordinare | e leq in modo da corrispondere al nuovo
ordine. Per risolvere il problema & percio necessaontare il numero di
ordini possibili; il numero di ordini possibili no@a altro che il numero di
permutazioni possibili con oggetti di cuix sono fra loro uguali, cioe le
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ed n-x sono anch’esse fra loro uguali,cioegleMa come € noto il numero
di tali permutazioni e:

n!
3 X(n-x»!
Ora ricordando la formulB{ A; L1 A} = P{A;} + P{A,}, la probabilita che
si verifichi 'uno o l'altro di un insieme di evamneciprocamente esclusivi
e data dalla somma delle loro probabilita. Di cgus®za € necessario
sommareg” - " tante volte quanti sono gli ordini diversi in duiisultato
richiesto puo verificarsi.
Poiché la (3) da il numero di tali ordini, la prdldda di ottenerex
successi in qualche ordine si ottiene percido matapdo p* - g™ per la
quantita espressa nella (3).
La probabilita risultante, che é quindi quella dienerex successi im
esecuzioni indipendenti di un esperimento per @ la probabilita di
successo in una singola esecuzione, definisceaqubl € nota come la
distribuzione binomialecioé'

@ =50 _x),tp i
Il temine binomialederiva dalla relazione della funzione di densita
binomiale con iI seguente sviluppo binomiale:

@+p" =4 + - pr NN~ 2 oot

Il termine generale in questo sviluppo che contighdovex & un intero,
dato da:

n(n-1)0..An- x+1) ,_, n! " *Op*
(N=D0ON= XE D) oy o
X! xi(n- >§l
e rappresenta precisamente il valore della funzibensita binomiale.
Come risultato si puo scrivere che:

(q+p)“—Zn) (n 3 P

Cosi i vari term|n| nello sviluppo binomiale dj+p)" danno le probabilita
dei vari e possibili risultati nel loro ordine.

La funzione di densita binomiale € un esempio diello matematico che
si puo applicare a molti problemi reali che imphoauna variabile
discreta. In qualsiasi applicazione € comungue Ssc® conoscere 0
stimare il valore del parametp prima di poter usare la funzione di
densita binomiale.
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Esercizio Come applicazione della funzione di densita biraben
consideriamo I'esperimento del getto di un dada eoglia calcolare la
probabilita che, se il dado viene gettato 5 vatdanci presentino come
risultato 1. Quindi si ha che=1/6,9=1-p=5/6,n=5.

Applicando la funzione di densita binomiale sient quindi:

51 (1)(5Y
f(Z)ZZ!(S——Z)!(Ej (?3] =0.16  (due successi,due lanci che danno 1)

Si voglia inoltre calcolare la probabilita di otege al massimo 2 lanci che
presentano come risultato 1. Per rispondere a @ueshanda € necessario
calcolare le probabilita di ottenere precisamergsson 1, un 1 e due 1,
probabilita quest'ultima che e stata appena calaoldpplicando la
funzione di densita binomiale si ottiene:

f(O):%(%j (gj - 0.40

f(1):%(%j (gj - 0.4C

Poiché queste tre possibilita rappresentano trenteweciprocamente
esclusivi, segue che :
P{X<2} = f(0) +f(1) +f(2) = 0.4+0.4+0.16=0.96 (96%)

EsempioCome secondo esempio consideriamo il calcolo gqeliabilita
di ottenere almeno due successi nel tirare 20 adpun bersaglio se la
probabilita di successo in un singolo colpo € ugwall/10. In questo caso
p=1/10 edn=20; percio la probabilita e:

200 (1Y 9)° 201( 1) 9)"
o e LV (2) 20 12} g60e
P{X>2}=1-f(0)4(1) = = ogmm(loj (10) 1[&9( 1J ( 1J

La validita di usare il modello binomiale in questeempio non € cosi
ovvia come lo e invece nellesempio precedenteatinfla formula
binomiale €& stata ricavata sulla base di esecuzdwiiesperimento
indipendenti tra loro con la probabilitR costante da esecuzione a
esecuzione. Ma se la stessa persona tira colgutilo stesso bersaglio
ci si potrebbe aspettare che le sue probabiliGolhirlo aumentino un po’
con la pratica; se invece venisse usata ogni woit persona divers®,
indubbiamente cambierebbe da prova a prova. Quetimomento di
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interpretare una probabilita risultante come quelai a 0.608 appena
ricavata, € importante prendere in considerazienpdssibili deviazioni
nelle ipotesi fondamentali.

Momenti binomiali:Supponiamo i primi due momenti dall’origine della
distribuzione binomiale. Per illustrare i due met@er il calcolo dei
momenti, questi verranno calcolati da prima diregate dalla definizione
e poi indirettamente tramite la funzione generatridei momenti.
Applicando la definizione alla funzione di dendsiaomiale espressa dalla
(4) vista in precedenza si puo scrivere:

p=E[X] = Zx l(n i =Y " pog-

x=1 ){( n—= X
D= 1>'Ean x)'pan_x

Ma tutto cio si puo anche scrivere come:

(n-1)!

- P9

1) 4= EDDZ

1
(n_l)l qu—l—y

> y!lin—-y-1)!
Ora la guantita che viene sommata aI secondo membia proprieta
binomiale diy successi inn-1 esecuzioni dell’esperimento. Poiche la
somma viene fatta su tutti i possibili valori deltariabiley, essa deve
essere uguale a 1. Quindi infine si ha che:
pH=np
I momento del secondo ordine dall’origine di una ahiie binomialesi
calcola usando I’identitﬁ-x(x—l)+x Dalla definizione si ha che:

Ponendo nella (1y=x-1 si ottieneX = EDEE

; X,(n 2L ‘XZ[>(><—1)+ xx( LAk
—Zx(x D ,(n 5 Pdru
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Poiché i termini della somma per0 ex=1 sono uguali a zero a causa del
fattorex(x-1), la sommatoria puo cominciare xk2:

n n!
fy = ) X(X=1)———— '+ p pd +u
XZ;‘ ( Z( -2)'( = X
Se si raccoglie fuori daIIa sommatori@-1)p” , si pud scrivere:
(n_Z) -2 X
L, =n(n-1 +
( )pZZ( o P 4
Ponendo ora=x-2 si ha che:
(n_2) 2-z
=n(n- +
( )pZZ dinz- g P
Ora la quantlta che viene sommata e la probaliinamiale diz successi
in Nn-2 esecuzioni. Poiché la somma viene fatta suitptbissibili valori di

z, essa deve essere uguale a 1. Usando questatoseiliquello precedente,
cioeu=n p, si ottiene infine che:

(2) . =n(n-1)p"+ np

Per calcolare lavarianza di una variabile binomialsi puo usare una
formula gia nota, e cio&” = i, — 4°, per cui si ha che:

o? =n(A-1)p*+np- P =np’+ np= niil- P= npi

Lo scarto quadatrico medio di una distribuzione binalmie dato quindi

da: o =4/npq

Ora calcoliamo i primi due momenti dall’origine dina variabile
binomiale indirettamente, cioe per mezzo della iomz generatrice dei
momenti. Quest’ultima per una variabile binomiakteda dalla:

M, (6) = Z ——— pd Z (pé)x q

Ma come si e gla V|sto prima, Ia somma aII ultimembro si puo scrivere
come un binomio elevato aifesima potenza e quindi si ha che:

n

(3) M,(6) =(q+ pé)’ (ricorda ched*+ P" = Z::O xl(n )

n—x

| momenti richiesti si possono quindi ottenere aygpido una formula gia
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nota, e cioe:
- _d"'M,(9)
IUK ) de :|6’:O
Derivando la (3) due volte rispett®ai ottiene:
' n-1 n-1
M, (8)=n(q+ pé) Opé= nptl & (g

M.(6) =npé (a+ pé)" + npl nY)( @ BY O pe
=npd (fa+ pé)"™"| & wE+(-A)pe |= npéif o &) (& npe

Ora i primi due momenti dall’origine si possono ccdére calcolando
rispettivamente i valori di queste due derivaté=s0. Si ha quindi che:

p=M(6)] _ =np(a+ P = nf

4=M(6)] =np(a+ p"*(a+ nh= np ¢ nf

Se in quest'ultima si sostituisae con (1p) si ritrova pert, lo stesso

valore espresso nella (2). Si puo osservare cheasa di una variabile
binomiale i momenti sono piu facili da calcolarelirettamente tramite la
funzione generatrice dei momenti, che direttamdatka definizione.

Distribuzione di PoissonSe il numeran di esecuzioni dell’esperimento e
grande, i calcoli coinvolti nelluso della funziorsk densita binomiale
diventano piuttosto lunghi, percio sarebbe molite ytoter disporre di una
conveniente approssimazione della distribuzioneorpniale. Risulta che
per n grande ci sono due ben note approssimazioni dkdimibuzione
binomiale. Una quandp € molto piccolo e l'altra quando non si € in
guesto caso. L'approssimazione che si applica qupredmolto piccolo e
nota come la funzione di densita di Poisson ediaitlecome segue:

_efy
1) f(x)= "
dove il parametrop € la media della distribuzione. Sebbene la
distribuzione di Poisson venga introdotta qui cama approssimazione di
guella binomiale, essa € una distribuzione ben eattle di per sé e non e
da considerare soltanto come una approssimaziotie distribuzione

binomiale Per verificare che la distribuzione di Poisson & unuona
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approssimazione di quella binomiale memolto grande @ molto piccolo
si considera cio che accade alla funzione di dansihomiale quando
n—->o ep-> 0, in modo tale che la media pn® rimanga fissa. Il risultato
ottenuto si puo esprimere sotto forma di teoremauil enunciato e |l
seguente:

TeoremaSe la probabilitgp di successo in una singola esecuzione tende a
zero, mentre il numero di esecuzioniende all’infinito, in modo tale che
la mediap= n-p rimanga fissa, allora la distribuzione binomiadadera
alla distribuzione di Poisson con megia

Le figure 1 e 2 sono state costruite per indicava quale rapidita la
distribuzione binomiale tende alla distribuzione Rloisson. Le linee
tratteggiate rappresentano la distribuzione didemisfissa con u=4, e le
linee continue la distribuzione binomiale rispedtivente pep=1/3 e
p=1/24.

- — — - —

i ==
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Fig.2 Dultibuziont bimomba?e( )¢ di

Pousson. (----) pov g/ FZE‘Z
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Sembrerebbe dall’esame di questi grafici che I'eappimazione di Poisson
dovrebbe essere sufficientemente accurata per lggioraparte delle
applicazioni, se>100 ep<0.05. Poiché la distribuzione di Poisson e stata
ottenuta da quella binomiale, mantenendo la medmpufissa e
permettendo acdh di tendere all'infinito, segue che i momenti della
distribuzione di Poisson si possono ottenere daispmndenti momenti
della distribuzione binomiale, calcolando i valéimiti di quest’ultimi,
cosi la media della distribuzione di Poisson dessege ovviamente uguale
a |, e la varianza deve essere il valore limiteadelrianza binomiale, cioe
di npqg Si ha quindi che :

im npg= lim £q=lim x@d-p) = 4

n - +oo

Si ottiene quindi l'interessante risultato che &ianza di una variabile di
Poisson e uguale alla sua media. Sebbene la dawite di Poisson sia
stata introdotta per mezzo della sua proprieta aggimante della
distribuzione binomiale, essa € un modello molile yter trattare certi tipi
di problemi senza rapporti con la distribuzionednimale; per esempio la
distribuzione di Poisson si e trovato che e un lodgmddisfacente per |l
numero di atomi che si disintregano da un matematBoattivo, per un
numero di screpolature su di una lamina metalljgay; il numero di
chiamate telefoniche su di una linea in un intdovdi tempo fisso, ecc,...
Questi problemi sono tutti del tipo in cui una while casuale si
distribuisce nel tempo e nello spazio.

Se si fa l'ipotesi che il numero di eventi che srificano in intervalli di
tempo che non si sovrappongono siano indipendeimd,la probabilita di
un singolo evento che si verifica in un piccoloeivéllo di tempo sia
approssimativamente proporzionale alla dimensiaiiérdervallo e che la
probabilita che si verifichi piu di un evento in wmngolo intervallo di
tempo sia trascurabile rispetto alla probabilit@ sh verifichi soltanto un
evento in quell'intervallo, allora si puo dimos&azon opportune tecniche
di calcolo quando le precedenti ipotesi sono stgieecisate
matematicamente, che il numero di eventi, in gaaldntervallo di tempo
di dimensione fissata, possiedera una distribuzdin@oisson. Lo stesso
discorso si puo applicare quando gli intervallitelnpo sono sostituiti da
intervalli spaziali. Percio il numero di eventi clse distribuiscono in
qgualsiasi regione dello spazio di dimensione fessaeguira una
distribuzione di Poisson. Un intervallo spazial® mssere naturalmente ad
una, due o tre dimensioni, cosi che il numero dealature in una data
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lunghezza di filo metallico o in una data areatdffa o in un dato blocco
di calcestruzzo, seguira una distribuzione di Rwiss

Un esperimento in cui le osservazioni si succedonotervalli successivi

di tempo o di spazio, e per cui le ipotesi precéidemno soddisfatte, cosi
che gli eventi possiedono una distribuzione di 8aris viene chiamato un
processo di PoissorCosi la distribuzione di Poisson e utile per énagt

problemi riguardanti i processi di Poisson e nogigstificata, quindi,

soltanto come un’approssimazione della distribuzibmomiale.

Esercitazione:Come esempio d’'uso della distribuzione di Poissome
approssimazione di quella binomiale, considerianhoprioblema di
calcolare la probabilita che si trovino al massinealvole difettose in una
scatola di 200 valvole se I'esperienza mostra tl284 di queste valvole
sono difettose. In questo caso = 200-(0,02) = 4; quindi, usando la
distribuzione di Poisson, dove la variabie rappresenta il numero di
valvole difettose in una scatola di 200 valvoletigposta approssimante €
data da:

6 24 120

Lunghi calcoli, usando la funzione di densita bimae porterebbero al
risultato cheP{ X < 5} = 0,788, quindi, 'approssimazione in questsca
molto buona, il che significa che I'errore relat@a seguente:

AP| |0.785-0.789 _ B |
‘ 5 % = 0788 a‘ = 0.0038= 38%q (per mille

Cio conferma quanto si € gia detto, cioé che lI'esgione di Poisson si puo
ritenere sufficientemente accurata per la maggastepdelle applicazioni
se, come avviene in questo case, 100 ep < 0,05.

1+4+4?+—+—+—j =0.785=785%

Esempio: come esempio d'uso della distribuzione di Poissoome
modello di un processo di Poisson, consideriamprablema seguente.
Supponiamo che l'esperienza abbia mostrato cheumheno medio di
chiamate telefoniche che arriva ad un quadro dirobba in un minuto e
uguale a 5. Se il quadro di controllo puo trati@renassimo 8 chiamate al
minuto si vuole calcolare la probabilita che essn mia capace di trattare
tutte le chiamate che arrivano in un minuto. Labaitlita richiesta si puo
ottenere calcolando la probabilita di ricevere alssimo 8 chiamate e poi
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sottraendo questa probabilita da 1. Usando pu=%a fatizione di densita di
Poisson si ha che:

8 e—5 [5x

x=0 X!
Di conseguenza la probabilita richiesta € data da:
P{X>8}=1-0,932 = 0,068
Per la natura delle ipotesi che hanno condottodadiimibuzione di Poisson,
per problemi di questo tipo, e legittimo scegligealunque intervallo di
tempo o di spazio di lunghezza desiderata e cakedi probabilita di
eventi in questo intervallo tramite la distribuzgordi Poisson, con
I'avvertenza di aggiustare la media p per queblimallo.
Per esempio: la soluzione del problema di calcdlarprobabilita che si
ricavano al massimo 6 chiamate in un periodo di i@utn quando |l
numero medio di chiamate al minuto € uguale a ®tt&ne scegliendo
n=10 e calcolando la probabilita come segue:
6 -10 X
Pix <6y =y & 20

x=0 X!
Una soluzione basata sul trattare questo come periggento a due stadi
con ciascun minuto di tempo come uno stadio, da&ebigine a calcoli
eccessivamente lunghi; si dovrebbe essere quindii sp risolvere |l
problema in questo modo cosi da apprezzare megligrecedente
proprieta della distribuzione di Poisson.

P{X <8} = =0.932

=013=13%

Esempi
: : : 4
0 1 Z tempo
0 0123456
chiamate 1 012345
2 01234

P(0,0)=(0)4(6)
Se faccio cosi per tutte le probabilita e sommenagjo 0,13.
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VARIABILI CASUALI - MOMENTI — VALORE ATTESO

Prima di presentare alcune utili distribuzioni diriabili casuali continue,
definiamo il momento di ordinkdi una variabile di questo tipo.
Momenti: siaf(x) la funzione di densita di una variabile casualatiomaX
che e nulla esternamente ad un certo intervallidofi@, b). Si puo dare
allora le seguente definizione:

Definizione Se il momento d’ordiné&k dall'origine della distribuzione
della variabile casuale contindala cui densita &, € data da:

1) U, :jx"f(x)dx

Per analogia con la definizione data per una vé@atscreta il momento
d'ordinek della madia, indicato congsi ottiene sostituendd con §&-p)¢

nel precedente integrale, cioe:
b

(2) M= J(x=m)" f(xdx

a

Come nel caso delle variabili discrete e desidérabtrodurre il concetto
generale di valore atteso e trattare i momenti caa particolari del
valore atteso. La definizione richiesta segue dad#llogia con quella data
per le variabili discrete ed e la seguente:

Definizione il valore atteso della funziong(X) della variabile casuale
continuaX, la cui densita & € dato da:

(3) EL9(X)]= [ 90 TF (x)cx

Sebbene per le definizioni dei momenti e del vaktteso |d(x) sia stata
considerata nulla esternamente all’intervalipt]], non c’é nessun motivo
per mantenere questa limitazione. Cosi piu in gdaarpuo essere uguale
a -e0, eb a +o.

Poiché l'operatore valore attes&™e stato progettato per fornire valori
medi di variabili casuali, sorge spontanea la dataase il valore atteso di
una funziongy(X) di una variabile casual¢ sia il valore attesdd media
?) di quella funzione. Indichiamo covila variabile casualg(X), ovvero
Y=g(X), allora conoscendo la funzione di dend$({tg di X e teoricamente
possibile trovare la funzione di dendig) della variabiley.

Il valore atteso dg(X) e ovviamente lo stesso del valore attes®,giercio
seh(y) e disponibile, allora il valore atteso\dsi puo esprimere nella
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forma:

E[Y] = [ yth(y)dy

Usando tecniche di calcolo con cambiamento di bdeasi puo dimostrare
che questo valore e lo stesso del valore dato ttataula:

E[g(X)] = [ 9() f (})dx

Il vantaggio di quest’ultima sta nel fatto che esea richiede di trovare la
funzione di densitdh(y) dalla conoscenza della funzione di densfig
prima di poter calcolare il valore attesoYds g(X).

Funzione generatrice dei momentLa funzione generatrice dei momenti
di una variabile casuale continXae definita per analogia col caso discreto
come segue:

(4) M,(6)=E[e*]= j e [0 (x)dx

La € si sviluppa in serie di potenze e si compie I'grezione termine a
termine; si trovera chdly(6) assume la stessa forma estesa gia vista e

precisamente:
2

6. 6 .
ML (O) =1+ 2+ ity +

Quindi la (4) genera i momenti nello stesso modom&da I'analoga per le
variabili discrete. Per poter generare i momentirth funzioneg(X) della
variabile casuale continu¥, € necessario generalizzare la definizione di
funzione generatrice dei momenti. Dal modo in &Mj(6) genera |
momenti € chiaro che i momenti gifX) saranno generati sostituendo nella
(4) & con &%),

Definizione La funzione generatrice dei momenti della funeiog(X)
della variabile casuale contindala cui funzione di densitafee data da:

(5) My ()= E[e™] = [ O (x)dx

Questa e la forma generalizzata della funzione rgémee dei momenti.
Consideriamo ora due interessanti proprieta delteibni generatrici dei
momenti.
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ProprietaConsideriamo ora due interessanti proprieta déllazione

generatrice dei momenti. Smuna costante eld(X) una funzione della
variabile X per la quale la funzione generatrice dei momesisite, allora,
poiché nella (55(X)=c-h(X) si ottiene:

Mgy (6) = [ €20 OF (x)dx = M,
Scegliendo ora nella (%8)(X) = h(X + c) si ottiene:

Mxyee(6) = [ €107 OF (x)dx = €* [ €™ OF (X)dx = €* M,y (6)

Ora sostituendoh(x) con g(x) nelle formule precedenti si possono
formulare le seguenti due importanti proprieta:

-Sec € una costante qualsiasigéX) € una funzione qualsiasi per cui la
funzione generatrice dei momenti esiste, allora:

|) M clg(x) (6) = M g(x) (C w)
”) M g(x)+c (6) = egM g(x) (H)

Queste due proprieta ci permettono di disporrenmatio indicato di una
costantec che moltiplica® e viene aggiunta a una funziorggX).
Sostituendo integrali con somme, si mostra facilmeme questa formule
si applicano anche alle variabili discrete. Si'faokesi chef(x) e g(x) siano
tali che l'integrale nella (5) risulti finito.

Distribuzione rettangolare o uniforme forse la piu semplice
distribuzione di una variabile casuale continuaaédistribuzione che e
costante in un intervallo finitca] b] ed € uguale a zero altrove. Questa
definisce quella che e conosciuta comedistribuzione rettangolareo
uniforme e cioe:

1

f(x) = ,as xsbhb
(6) -b o a  altrove
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i) - Fig. 1

] ]
[ T
0 3 b
Il grafico di una tipica distribuzione rettangolarenostrato in Fig.1.
Il momento d’ordinek dall’origine della distribuzione rettangolare €ifa
da calcolare. Se ad esempio per sempl&id eb=1, I'applicazione della

definizione alla (6) fornisce:
1

1
' k — 1 k+1 — 1
”k‘{”x'k—ﬂx }k—l

La funzione generatrice dei momenti € anch’essdefata calcolare,
applicando la definizione alla (6) si ottiene:

I SV P R D
M (6) —ie&dx—geﬂo _5( 7 -1)

Se si volesse ottenere I momento d'ordikedalla M,(#), sarebbe
necessario come si & gia detto sviluppdreneserie di potenze, cosi
facendo si ottiene:

2 k
M@= +2+L s —f]z1+9484 4+ O
* 7 ! ]

k

Poiché £ & il coefficiente diF Si puo osservare da questo sviluppo che

. . 1
U, e uguale atk :k—+1’ risultato che coincide ovviamente con quello

ottenuto dalla definizione.

Quest'ultimo calcolo é stato fatto allo scopo dj@stare familiarita con la
funzione generatrice dei momenti e non come un doekuggerito per
calcolare i momenti in questo caso; infatti qui eltm piu semplice |l
calcolo diretto dei momenti. La distribuzione ratialare e di uso
piuttosto limitato come modello per le distribuzioeali, comunque essa e
di considerevole valore teorico ed e la distribneigiu semplice di una
variabile casuale continua su cui applicare le fdengenerali.
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Distribuzione normale o gaussiana Senza dubbio il modello che si e
dimostrato il piu utile di tutte le distribuzioniep le variabili casuali
continue e la distribuzione chiamata normale o gians.. Essa in generale
e definita come segue:

J(Hf
1) f(x)=cle?®®
dovea,b e c sono parametri che fanno del{&) una funzione di densita di
probabilita; questi parametri, quindi, devono esgali che:

j f(x)dx=1

Come risultato vedremo fra poco che ci sono in teffeoltanto due
parametri indipendenti che determinano questa @urezdi densita. Dalla
funzione (1) & chiaro che la curva che essa rapptase simmetrica
rispetto alla rettax=a , quindi per simmetria la media deve essere data da
pL=a. (se sostituisc& conatx non cambia nulla)

Momenti:calcoliamo ora i momenti indirettamente per meziella

funzione generatrice dei momenti; inoltre, poichg@i@ facile, in questo
caso, calcolare i momenti dalla media che quellia@ine; consideriamo
il calcolo di:

g . & . 0 &
M,_,(0) LMX(H):1+E/'[1+EILIZ+”':>MX—ILI(H):1+i/'[l +§:u2+"J

Si ha quindi che, ricordando la forma generalizzdtdla funzione
generatrice vista prima, cioe:

+00

Mooy (B) =E[ €)= [ €50 () > con g(X)=X-n

—00

Si ha che:
7 o S35
M «_,,(6) :cmj gxmeg2 b g,
X_
Ora ponendd? = — == dx= bldz e quindi:
gL
Mx_ﬂ(ﬁ):bEd:Dj e 24z
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Riscrivendo ora I'esponente sotto il segno di ireégnel modo seguente:
z° 1 > 1
Obz——=-=(z-0R" +=6° B g indi:
5 2( @ 5 si ha quindi:
Loz ' _Lli-gn?
My, (6) =blere | e? d:

—00

dove ponendt=z-6b alloradz=dt, e quindi:

Loz ¥

M, (6) =bE[¥ jez d

—00
%f_/
N2m

Ora, ricordando che l'integrale al secondo membome si pud osservare

nelle apposite tavole, € un’integrale noto, il calore € uguale & 277, si
ha che:

1022

(2) M,_,(8)=~v2rbcl¥

2
Ora, ricordando cheM (6) :1+FU1+E,UZ+---, segue che per qualsiasi

funzione generatrice dei momenti si ha che:
M(0)=1 (O,non importa che funzione c’e qui)
Dalla (2), pe®=0 segue che&/2rbc=1 e quindi si puo scrivere:

100
(3) M X-u (9) - eZ
Se l'esponenziale al secondo membro si sviluppaenme di potenze si

ottiene:
2 4

M, _,(6) :1+b2?+ b4§+

Esaminando lo sviluppo al secondo membro si puerease che mancano

le potenze dispari d e quindi che i momenti dispari della variabXe
2

dalla sua media p devono essere nulli. Il coeffiedi o1 e il momento
' 2

del secondo ordine della variabil dalla sua media percio’=p, = ¢
ovverob=c (“sigma” e la varianza).
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Ricordando che/2rbc=1, siricava:

C-—\/— di conseguenza la distribuzione normale, defimtgenerale

dalla (1), si puo scrivere nella forma:

N

@) f=

oJ2r1 (non importa sapere la dimostrazione, basta saperst

Questo risultato mostra che una distribuzione nt@néacompletamente
determinata specificando la sua media e il suascpradratico medio. Si
fa notare che la sola differenza tra la (1) e lag(¢he | parameta, b ec
nella (1) sono ora stati ristretti a due soli pagamndipendenti, cui e stato
attribuito un preciso significato statistico.

Una formula perMy(0) espressa in termini di parametri statistici, sara
necessaria in seguito; essa si pud ottenere d@llaostituendd? con c*
usando la seconda delle due proprieta di una foezigeneratrice dei
momenti vista precedentemente, e cioe:

M gixyec(6) = €7 DMy 5 (6) cong(X)=X, ¢ =-u
Cosi facendo si ha quindi che:
_,(6) =€ M, (6)

Ora,sostituendo I'espressione data dalla (3) am@rimembro di
quest’ultima e risolvendo rispettaviy (0) si ottiene che:

Ho+ 709

(5) M, (8 =e

Per interpretare lo scarto quadratico medio geaoagtrente, consideriamo
| punti di flesso di una curva normale. Per faresia occorre calcolare le
prime due derivate della funzione di densita noenal ha:

f-zajﬁ@—;(*:f[ﬁ (xaﬂ) J} SEYMPITE

R f(x)—iz(x—,u)[ﬁ——lz(x—,u) f()@} =— L o gtﬁl—(x'”j }
g o o g g
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Da queste derivate € chiaro che c’e soltanto uriopdnmassimo che si
trova inx = (cioe si annulla la derivata prima)

Dalla derivata seconda segue che i punti di flesstvovano inx=pto
(punti flesso=punti in cui si annulla la derivagcsnda).
Geometricamente, allora per una distribuzione ntemdo scarto
guadratico medio € la distanza dei punti di fledatfasse di simmetria.
Cio implica che la curva normale rivolge la contawerso il basso fra
U-c € Ui, e rivolge la concavita verso l'alto esternameatajuesto
intervallo.

Il grafico di una curva normale tipica e illustratella figura 1:

f(z)

1

a2

Fig.1

Purti di
Aesso

pn-3c pn-2c n-c 1 n+o pt+tle p+ic

H

Un ulteriore approfondimento sul ruolo che ha ilrgmaetro ¢ nel
determinare una funzione di densita normale sewdticalcolando l'area
sottesa dalla funzione di densita normale neglerir@lli simmetrici
mostrati in fig. 1. Cosi la probabilita che la \admile X avente una funzione
di densita normale cada nell'intervallo (,44 +o) € data da:

] X—H

Ez(ade 2=2"2 dx=0dz
s \/57 ponendo pu

L’integrale precedente si riduce a:

j Ee 2 dz= zf—l 567 d
o2
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Il valore dell'ultimo integrale che si puo trovanella apposite tavole e
uguale a 0,3413; quindi moltiplicando per 2 il valael primo integrale e
uguale a 0,68, valore corretto a due cifre. Patdivallo (1 - 3), 4 + &)

si puo verificare che I'area sottesa e uguale &.0rPmodo analogo l'area
sottesa fra (L -& 4 + ) e uguale a 0,997. Riassumendo circa il 68%
della probabilita giace nell'intervallo (U s, 4 + o); circa il 95%
nell’intervallo (1 - &, 4 + &) e quasi tutta la probabilita (99,7% circa)
nellintervallo (0 - &, p + ). L'unita di misura, data dalla

: _X—H . :
trasformazioneZ = . chiamaunita standarde corrispondentemente,

la distribuzione normale, espressa in funzione, @ioé con media u=0 e
scarto quadratico medio uguale a 1, prende il nalinglistribuzione
normale in unita standard in forma standard standardizzatacioe:
1 -z
f(2)=——=[k?
N 27T

La distribuzione normale con approssimazione delladistribuzione
binomiale: In precedenza la distribuzione di Poisson e statieddotta
come approssimazione della distribuzione binongalendon € grande @

e piccolo; allora si disse che un’altra distribunaofornisce una buona
approssimazione pen grande, a prescindere dal valore pli La
distribuzione normale gode di questa proprieta.

Prima di indagare sulla natura di questa approssonea, consideriamo un
esempio numerico in cui = 12 ep = 1/3 e costruiamo il grafico della
corrispondente distribuzione binomiale. Questo mmlai n non é
certamente grande,cosicché in questo caso, nondovsebbe aspettare
una buona approssimazione di tipo normale. In gueaso la funzione di
densita binomiale e la seguente:

f (X) _ 12| (}jx (_Zju—x
xI(12-x)I\3) \ 3

Poiché laf(x) si deve calcolare per tutti i valori gj dax=0 ax=12, € piu
facile calcolare ciascun valore dopo il primo dalipuprecedente, anziché
calcolarlo da solo.

Per questa funzione si verifica facilmente che :

f(x+1):1f;1XE-l%Df(x)
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Dopo aver calcolatd(x) in x=0, quest’ultima relazione e stata usata per
ottenere i restanti valori riportati nella tabella

Tab. 1
S(©0) = 007707  f(7) = 2f(6) = .047687
Sf(1) = 6f(0) = .046242 f(8) = % f(7) = .014902
S(2) =2 (1) = 127166 f(9) =2f(8 =.003312
SB)=5f(2) = 211943  f(10) = .3 £(9) = .000497
JS@) =3f(3) =.238436  f(11) = 1 f(10) = .000045
O =@ =

190749 f(12) = F;f(11) = .000002

f(6) = %f(5) = .111270

Il grafico di questa distribuzione binomiale € mi@awo nella figura 1.

.250 —

238
225 — 212
.200 - .191
A75 —
150
125 127 .
100 111
075 —
050 046 .048
025
.000‘0081111!11‘%1%"’?3,!l!x

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Fig.1 . Distribuzione binomiale, p=1/3, n=12.

Sembra che questo istogramma potrebbe essere sippats abbastanza
bene dalla curva normale appropriata. Poiché unxacunormale é
completamente determinata dalla media e dallo@cpradratico medio, la
curva normale naturale da usare in gquesto caseleaqon la stessa media
e lo stesso scarto quadratico medio della distidmezbinomiale.

Quindi scegliamo p mp = 12%: 4e0=Np :‘/12G132B?3 =1.62

Come prova, in questo caso, dell’accuratezza gglf@ssimazione e come
metodo che rappresenta un esempio d'uso della caoranale per
approssimare le probabilita binomiali, consideriaratzuni problemi

riferiti alla figura 1.

-74 -



Se la probabilita che un tiratore colpisca un lgisa uguale a 1/3 e se
egli tira 12 colpi, si vuole calcolare la probatailche egli colpisca almeno
6 bersagli. La risposta esatta si ottiene sommandtori dellaf(x) dax=6
ax=12, che usando la tabella 1 sono uguali a 0,1&®ye& corretto a tre
cifre decimali, cioe:

P{ X =6} :122 f( ¥ =0.178

Geometricamente questo valore rappresenta l'areaquilla parte
dell'istogramma in figura 1 che giace alla destraxd= 5,5. Percio per
approssimare questa probabilita,servendosi dellavacunormale, €
necessario calcolare l'area sottesa da quella mhela curva normale
approssimante che giace alla destra=d,5.
Poiché la curva approssimante ha p =#4=1,63, con il cambiamento di
variabile, segue che:
_X—H _ 9.5— 4:0.92
o 1.63

. : . . . . XU
Quindi con questi valori di p® il cambiamento di varlabllé—T
fornisce che:

T L dx I—[bz dz0.17¢

5.50V27T 092

Ma come si pud osservare nelle apposite tabeldged alla destra di
z=0,92 é uguale a 0,179, che confrontata con il reaksatto 0,178 ¢&
sbagliato soltanto di circa lo 0,56%; infatti I'ere relativo in questo caso
e dato da:

AP _0.179- 0.178 0. OOZI_.O 0056= 0.56%

P 0.178 0.178
Per verificare I'accuratezza dei metodi che si bassulla curva normale
su di un intervallo piu breve, calcoliamo la proftitdbche il tiratore abbia
successo precisamente in 6 colpi su 12. Dallaltabhela risposta corretta
in tre cifre decimali &(6) = 0,111.
Per approssimare questo valore e necessario a&d@eea sottesa dalla
curva normale approssimante &&5,5 ex,=6,5. In questo caso si ha che:
—,u:5.5—4:0.92 :xz—,u:6.5—4:1.53
g 1.63 g 1.63

7 ="
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Dalle apposite tabelle si pudo osservare che I'asethesa dalla curva
normale standard fra=0 ez;=0,92 eA; = 0,3212 e 'area sottesa ra0 e
2,=1,53 €A, = 0,4363; per cui I'area richiesta € uguaa A, = 0,116,
che e sbagliata di circa il 4,5%, infatti in ques&so l'errore relativo e:

AP _0.116- 0.111 0.005 | g,c_ 4 =,
P 0.111 0.111

Da questi due esempi sembra che i metodi che snbasulla curva
normale siano abbastanza accurati anche per asiiwaeioni come quella
considerata qui, in cun non € molto grande. Gli esempi precedenti sono
stati dati per rendere credibile un famoso teoreina garantisce una
buona approssimazione della curva normale allailoligione binomiale se

n e sufficientemente grande. Questo teorema che ermemo senza
dimostrazione e il seguente:

TeoremaSe inn esecuzioni indipendenti di un esperimento la vaeak

rappresenta il numero di successi di un eventaipige € la probabilita di
X=-np

successo in una singola esecuzione, allora la bjWiai\/n—pq ha una

distribuzione che tende alla distribuzione norn@la media uguale a 0 e
scarto quadratico medio uguale a 1 quamdeo.

(f(z) normale standard(x) normale; pap; 0 =/Npq )

Questo teorema giustifica I'uso dei metodi che asdmo sulla curva
normale per approssimare le probabilita di un eveelative ad esecuzioni
successive di un esperimento quamd® grande. L’'esperienza indica che
I'approssimazione & abbastanza buona pungh® quandg<Yz e purche
no>5 quand@>Ye.

Le figure 2 e 3 indicano come rapidamente tenda albbrmalita la

distrib dell bile— oLand 2

istribuzione della variabi uandop=Y% e rispettivamentae=24 e
/_npq q op=73 P

n=48. La scala dell'assgper questi due grafici € approssimativamente 17
volte quella dell'asse.
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Fig.2. Distribuzione di (X-np) /VED perp = 1/3 en=24. Fig. 3. Distribuzione di (X-np)/Vnpq perp=1/3en =48.

Le due approssimazioni della distribuzione binomjiatioeé quella di
Poisson e quella normale, sono sufficienti per gétene di risolvere tutti |
problemi piu semplici che richiedono il calcologipobabilita binomiali; se
invecen e piccolo si usa direttamente la funzione di danbinomiale
perché i calcoli allora sono del tutto semplici.

EsercitazionBCome esempio d'uso della distribuzione normale &€om
approssimazione di quella binomiale, consideriampodblema seguente:
un fabbricante di parti di macchina sostiene chEO#6 al massimo delle
parti da lui prodotte sono difettose; un compratoaebisogno di 120 di
qgueste parti e per essere sicuro di acquistarleasdifietti egli ne ordina
140. Se l'affermazione del fabbricante e valida,vable calcolare la
probabilita che il compratore riceva almeno 12Qigarone.

Indichiamo con la variabilX il numero di parti buone ricevute. Allokasi
puo trattare come una variabile binomiale cet40 ep=0.9.

In questo caso, questi valori giustificano certalmam’approssimazione
mediante la funzione di densita normale, in quanto:

p=0.9>1% nog=n(1-p)=140-0.1=14>5

Il problema & quindi di calcolafe{ X>120}.

In questo caso la media e lo scarto quadratico ormho:

H=np=140-0.9=126 o =/npq=+/1400.900.= 3.5

o _X—H
Quindi (ricordando ché—T) ;

P{X 2120} = P X—,uZlZO—,u - p X—1262 126- 12 _
o o 3.55 3.55

=P{Z>-1.69} =0.95
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o X-u_ X-126
Poiché Z 355
standard approssimata, questa probabilita, chedstrpvare nelle apposite
tavole, e uguale a 0.95; percio se I'affermazioalefabbricante e valida, |l
compratore ha il 95% di probabilita di ottenere ehm 120 parti buone.

Si puo trattare come una variabile normale

Distribuzione gammaUna distribuzione di probabilita che si presenta
spesso in vari problemi statistici, come ad esempmtio studio della
durata di un‘apparecchiatura industriale, @isribuzione gammadl nome
deriva dalla relazione della distribuzione con lmzione gamma del
calcolo. Essa comprende due parametr) e [3>0, ed € definita come
segue:

( X

Xa—l BE B
f(X) =4 mac, v per x>0 . _
(1) BT (a) (I @ gamma maiuscolo

. 0 per x< 0

minuscolg
La quantital (a) rappresenta il valore della funzione gamma nekguan
Questa funzione e definita come segue dalla (2):

(2) [(a) = T X7t & dx

Si puo dimostrare, integrando per parti, ¢fa + 1) =a-['(a); sea € un
intero positivo, questa relazione di ricorrenzanftece il risultato che

N(a+1)=a!.Come conseguenza di questa proprieta, la funzioee
chiamata a voltéunzione fattoriale

Momenti: | momenti della distribuzione gammsacalcolano servendosi

della (1).
Dalla definizione si ha infatti che:
. 1 ¥ -
t =E| X* |=———0| X" '&f d
=ELx] p° () I

X
ponendot = E , alloradx = 3dt e ottengo:
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r(k+a)

B
@5{ Dj o @t dt

ﬂ’/ T(a) o

Dalla (2) si puo osservare che l'integrale al sdoomembro rappresenta
I'(k + a) e quindi si puo scrivere:
“T(k+a
=BTk
r(a)

Ora, poiché& € un intero positivo, si ha (ricordando die+1)=al (a) ):
FNk+a)=(k+a-)Qk+a-2)T..)0.LaT @)
Quindi si ha che:
=fk+a-1)Ok+a-2)..)0.&
Percio pek=1, la media e data dalla:

(3) HPa

Poi, tenuto conto chei, =B°(1+a)lr, usando la formula nota
0’ =, - K? la varianza e data dalla:

4) o =p A+ M) - Fat = fa

Distribuzione esponenziale Il caso particolare della distribuzione
gamma, che si verifica pen = 1, viene chiamatodistribuzione
esponenzialeEssa viene usata sufficientemente spesso dafopasti di
trattarla separatamente.

Questa  distribuzione e  rappresentata  quindi dallab)

X
e B
f(x)—<7 per x>0

. 0 perx<0
Tenuto conto ch&(1)=1, infatti:

ra)= Te-de: -] " =1
0

Dalle formule della media e della varianza di umsribuzione gammasi
ricava, pem =1,che la media e la varianza di una distribuzione
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esponenziale sone=p e 0°=P% La distribuzione esponenziale si & trovato
ad esempio che &€ un modello adatto per calcolarprddabilita che
un‘apparecchiatura duri unita di tempo prima che essa si guasti.
L'adeguatezza del modello dipende dalla naturdagethrecchiatura e da
cio che ne causa il decadimento. Se il guasto @itdoprincipalmente a
cause esterne piuttosto che al logorio internarale verosimile che il
modello sia realistico. In queste circostanze rthpe che passa fino al
guasto successivo, dopo che l'apparecchiaturaa rgparata e rimessa in
funzionamento, seguira anch'esso una distribuziesfonenziale. Cosi
dopo ciascuna riparazione, l'apparecchiatura sipoota come se essa
fosse nuova.

Esempio: Come esempio di impiego pratico della distribuzione
esponenziale consideriamo il problema seguente: castruttore di
un‘apparecchiatura elettronica ha trovato per espex che la sua
apparecchiatura dura in media due anni senza wmpaiae che il tempo
che passa prima che si verifichi il primo guastguseuna distribuzione
esponenziale. Se egli garantisce che la sua ambeaera duri un anno, si
vuol calcolare la probabilita che I'apparecchiatalbdia un guasto prima
che scada la garanzia, ovvero, quale percentudleswt® clienti sara
interessata a qualche riparazione per un guastoapdi un anno. Poiché
B é la media della distribuzione data dalla (5) equesto cas3=2, la
1 2
funzione di densita che si applica quf €) =S¢ 2,

Il problema e quindi quello di calcolaRéX<1) percio:
1

X «
XX <} =]5e”0dx ponendd =, per cuidx=2dt, si ha che:

P O Y—
=

2 1 1
P{ X <1} :je‘t dit=-¢' 2 =~ & +1 =0.39
0

Si conclude quindi che anche se la durata mediapgarecchiatura e il
doppio della durata garantita, c'e una probatalithastanza elevata, cioe |l
39%, che l'apparecchiatura abbia un guasto priraascada la garanzia.

Distribuzione chi-quadrato(y®): Un altro caso particolare della
distribuzionel’ che ha molte applicazioni statistiche, si ricavdladél)
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prendendd = 2 e scrivendax =v/2 ("ni”). Esso prende il nome di
distribuzione chi-quadrata la cui funzione di d&nsi quindi la seguente:

X%_ @lz(
———~ perx>0

f(X)=<2027| Y

(6) 2 D]_(zj
0 per x< 0

Il motivo della sostituzione del parametrocon v/2 e che il parametro
v viene normalmente usato per rappresentare i gratibetta e quindi
possiede un significato intuitivo naturale, quardodistribuzioney” si
applica a certi specifici problemi statistici. Hitaressante a questo
proposito calcolare la media e la varianza di umdabiley® in termini di
guesto nuovo parametro, ponerféle 2 e a =v/2, nelle formule (3) e (4)
si ottiene u=v, 0°=2v. Poiché la distribuzione gamndipende da due
parametri, essa possiede moltissima flessibilittnecomodello per le
distribuzioni reali. Per mostrare questa flesdiilinella figura (1) sono
mostrati i grafici di parecchie funzioni di densjfacorrispondenti, quindi,
come si e gia detto, al valore d@=2nella funzione di densita
gammakFacendo notare che, poictfe funge da parametro di scala,
cambiando il valore dB la corrispondente curva di Fig. 1 semplicemente
si stendera s@ aumenta o si comprimera fediminuisce, mantenendo
pero, naturalmente uguale a 1 I'area da essaaottes

o0 1

\x 2

Fig.1 . Distribuzione chi-quadrato per vari gradi di liberta.
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Inferenza statisticaFinora ci siamo occupati di sviluppare i principi
fondamentali dellaProbabilita e di presentare alcune distribuzioni di
probabilitd che si sono dimostrate particolarmauriii nel risolvere certe
classi di problemi reali. Il motivo e stato quetlo costruire modelli per
esperimenti di tipo ripetitivo. Il vantaggio di tamodelli € che ci
permettono di studiare le proprieta dell'esperimenti fare previsioni sui
risultati relativi a future esecuzioni dell'espeeimo, cose che sarebbero
difficili o impossibili da fare senza l'ausilio dn modello. Il processo di
costruire un modello sulla base di dati sperimemtali trarre conclusioni
da esso e un esempio di inferenza induttiva. Quaessm si applica a
problemi statistici viene chiamato di solito infera statistica. Gli statistici
si occupano principalmente di fare delle inferesiatistiche servendosi di
dati sperimentali; molto spesso, lo statistico &r@ssato a costruire un
modello matematico per una sola variabile asso@dtain esperimento,
piuttosto che per l'intero esperimento. Come camsega la maggior parte
dei modelli scelti dagli statistici sono funzioni densita di variabili
casuali. Le inferenze statistiche sono percio dtsmferenze riguardanti
le funzioni di densita.

Esempio.come esempio di quanto detto supponiamo che undoahbbia
osservato che su 200 insetti di una data specieeresono 44 che
possiedono macchie diverse da quelle del restaisienne. Supponiamo
inoltre che il biologo sospetti che le macchie si@neditate secondo una
legge che prevede che il 25% di tali insetti padsm® le macchie meno
comuni. Se egli fa l'ipotesi che in questo casgadh legge dell'eredita e
rappresenta con la variabil® il numero degli insetti, dei 200 che
possiedono le macchie meno comuni, allora il modethe egli
naturalmente sceglierebbe e la funzione di debs#m@miale :

-
x1(200-x)!  4) | 4

Se non ci fosse stata alcuna teoria a suggerire 1¢hedeqgli insett

dovrebbero possedere le macchie meno comuni, ilodxo potrebbe
scegliere questa stessa funzione di densita cprol@abilita 1/4 sostituita
dalla frequenza relativa osservata, pari a 44/20022. Utilizzando la (1)
il biologo potrebbe poi fare delle previsioni rigdanti i futuri insiemi di

200 osservazioni e scoprire eventuali disaccordilasua teoria.
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Dati: E’ conveniente nella trattazione statistica chiamkr totalita dei
possibili risultati sperimentali come la popolazodi tali risultati. Allora
un insieme di dati ottenuti eseguendo l'esperimemiccerto numero di
volte e chiamato un campione della popolazione.o&de questa
terminologia l'inferenza statistica consiste allorel trarre delle
conclusioni su di una popolazione, servendosi dicampione estratto
dalla popolazione stessa. Un problema fondamemnpaleio € come
estrarre informazioni dei campioni per utilizzarteello studio delle
popolazioni da cui i campioni sono stati estradittipo di informazione che
si dovrebbe estrarre di un insieme di dati dipesali&a natura dei dati e dal
modello scelto. In alcuni problemi si sa da consid®ni teoriche o
dall'esperienza con problemi simili quale modeilaevrebbe usare; per
esempio, la densita binomiale rappresentata da)le (un tale modello.
Tutto cio che in realta € necessario dai dati spantali per tali modelli e
I'informazione atta a fornire buone stime dei patmmplicati. In altri
problemi né teoria né esperienza e disponibilegnaétare a scegliere un
modello; allora € necessario usare dati sperimemealdecidere su di un
ragionevole tipo di modello prima di poter procedalteriormente.

Nel considerare la natura dei dati € importantetimjgere fra
queglinsiemi di dati per cui l'ordine in cui le ®srvazioni sono state
ottenute fornisce un’informazione utile a quegli@mi per cui non € cosi.
Per esempio se si fosse interessati a studianeoirfeni atmosferici o la
borsa valori di giorno in giorno, I'ordine sarehielto importante.
L’esperienza industriale indica che l'informaziost¢éenuta nel considerare
I'ordine in cui sono fabbricati gli articoli e inghensabile per un’efficiente
produzione. Se si fosse invece interessati a stutkacaratteristiche degli
studenti di un istituto e si scegliesse un nomueabgni 20 in una guida
dell'istituto, difficilmente ci si aspetterebbe chierdine in cui vengono
presi i nomi fosse di qualche valore nello studio.

Ci occuperemo ora di tecniche che non usano infpiona riguardanti
I'ordine e cominciamo ad occuparci detlassificazione dei dati

Supponiamo che siano dati i pesi di 200 individuiud istituto e si
desideri usarli per studiare la distribuzione de$s@ di quegli individui.
Ora, e molto difficle guardare 200 misure ed odren
contemporaneamente un’idea ragionevolmente accudatacome si
distribuiscono quelle misure. Per ottenere un’ideagliore della
distribuzione dei pesi € percio conveniente conalensdati classificando
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le misure in gruppi. Sara allora possibile traczial grafico della
distribuzione cosi modificata e imparare di piuceume sono distribuiti |
pesi. Questa classificazione sara utile anche @epkficare i calcoli di
alcune medie, in particolare quando non si dispdinmezzi di calcolo
veloci. Queste medie forniscono ulteriori infornaadi sulla distribuzione,
cosi lo scopo di classificare i dati € quello ditare ad estrarre certi tipi di
utili informazioni riguardanti la distribuzione sesa.

Nel classificare i dati e di solito convenientengsda 10 a 20 classi, ma se
necessario si puo scendere anche fino a 6 classi.

La tabella 1 mostra come ¢ stato classificato sreme di misure dei 200
diametri di barrette di acciaio, i cui valori var@fra 0,431 e 0,503 pollici.

Tab.1
Estremi di classe Frequenze Marchi di classe: x  Frequenze: f
.4305-.4355" N/ 433 2
.4355-.4405 TR 438 . 5
.4405-.4455 IR : 443 7
.4455-,4505 TN T 448 13
4505-.4555 NN TR 1T 453 19
.4555-.4605 IR TR TR TR T .458 ‘ 27
.4605-.4655 T DR PR IR HTT 463 29
.4655-.4705 TR TR TR TRE TR 468 25
.4705-.4755 RN TR TR T 473 23
.4755-.4805 T IN T 478 14
.4805-.4855 TR TR TRY .483 15
.4855-.4905 R .488 9
.4905-.4955 I 493 6
.4955-.5005 i 498 4
.5005-.5055 /! 503 2

Poiché i diametri sono stati misurati al millesimiopollice, gli estremi
degli intervalli di classe sono stati scelti mezmata per I'accuratezza di
guesta misura per assicurare che nessuna misuassaadi un estremo. Si
fa l'ipotesi in questa classificazione che a tlgtenisure che cadono in un
dato intervallo di classe venga assegnato il vatoreispondente al punto
di mezzo dell'intervallo, che prende il nomewhrchio o centro di classe
Dopo che ciascuna misura € stata registrata nklse appropriata per
mezzo di una sbarretta, come mostrato in Tabella dsultati della
classificazione sono registrati sotto forma di uabella di frequenza,
come mostrato nella seconda meta della Tabella 1.

Rappresentazione grafica di distribuzioni empiriche (o osservaté:
Un'idea approssimativa di come sono distribuitalovi di una variabile
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casuale si puo ottenere esaminando il corrispordastogramma.
L'istogramma per i dati di Tabella 1 € mostrat&ig. 2.

1
Ny
Ye)

30 29
f r2_7J
25 25

20 19

T

15} 13 14 25

10

o)

H

503 |-Iro

2
|
@
@
<

453 -
458 |-
463

468.|
473
478 |-
483 |-
488 |-
493 |-
498 |-

111
(s ]
33

438 -

Fig.2. Distribuzione dei diametri di 200 barrette di acciaio.

Si puo osservare che i marchi di classe sono n&i dumezzo delle basi
dei rettangoli che compongono listogramma. Foitamante molte
importanti distribuzioni che si presentano in natarnell'industria hanno
forme relativamente semplici. Queste forme di eoliriano da quella a
campana come in Fig. 2, o a quella che assomidiiza naeta di una
campana. Una distribuzione dell'ultimo tipo si datee € asimmetrica, Il
che significa che manca di simmetria rispetto s8kaverticale. Risulta che
variabili con distribuzioni aventi gradi di asimmat crescenti sono ad
esempio la statura, il peso, l'eta di matrimori&taldi mortalita per certe
malattie e la ricchezza.

Le figure 2, 3 e 4 rappresentano tre tipiche disizioni con gradi
crescenti di asimmetria.

8ry 73
701+
ol = |z
50 |- '
40 - 33
30}
20 21
1 149
10—-"’— 6 5
O 1 1. ‘mx

225 |-
255 -
285 |-
315 -
345
375
405 +
435
465 |-
495 -|
525 Hro
555
58.5 ||+
615 |~
64.5 |l
67.5 [~

bt
N
—

Fig.3. Distribuzione di 302000 matrimoni classificati secondo
I’eta dello sposo. L’unita di frequenza & 1000,
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272617121110675 1
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25 75 125 17.5 225 275 325 375 425 475 525 575 625

x

Fig.4. Distribuzione di 727 morti per scarlattina classificati
secondo l'eta.

Si puo osservare che la distribuzione della fig2irha la forma di una
curva normale e che percio la distribuzione nornpadrebbe servire da
modello soddisfacente per la distribuzione dellsure dei diametri delle
barrette d’acciaio. Molte misure industriali linearpossiedono
distribuzioni di questo tipo e vengono trattate soiccesso usando come
modelli le curve normali. La distribuzione mostratella fig. 4 ha una
forma che suggerisce la possibilita di usare comedato una
distribuzione esponenziale, mentre la fig. 3 rideieun modello piu
sofisticato. Poiché una distribuzione (“gamma”), con i suoi due
parametri possiede moltissima flessibilita, essdrebbe servire da
modello per la distribuzione della fig. 3.

Momenti empirici: Sebbene un istogramma come quelli mostrati nelle
fig. 2, 3 e 4 viste prima fornisca una notevole mgiia di informazioni
generali che riguardano la distribuzione di un ens di misure
campionarie, informazioni piu precise e utili pardgare una distribuzione
Si possono ottenere da una descrizione aritmegta distribuzione. Per
esempio se fosse disponibile I'istogramma dei dean campione di 200
individui di un istituto, per confrontarlo con ftgramma di un campione
simile di un altro istituto, potrebbe essere difficstabilire, eccetto in
termini molto generali, fino a che punto le duetrisizioni differiscono;
piuttosto che confrontare le due distribuzioni @gesi in questo modo
potrebbe bastare confrontare i pesi medi e la zian& dei pesi dei due
gruppi. La natura di un problema statistico detaariargamente se alcune
semplici proprieta aritmetiche della distribuziosaranno sufficienti a
descriverla in modo soddisfacente. Spesso la maggide dei problemi

- 86 -



richiederanno per la loro soluzione solo alcuneppeta fondamental
della distribuzione. Per semplici distribuzionifthquenza come quelle di
cui i grafici sono mostrati nelle fig. 2, 3 e 4,e3ta descrizione si compie
in modo soddisfacente per mezzo dei momenti dinerdrasso della
distribuzione. In molti problemi lo statistico éenessato solo ai momenti
del | e del Il ordine, in altri problemi egli us@iimi quattro momenti, ma
raramente ne usa piu di quattro. Una ragione diecathe i momenti di
ordine piu elevato sono cosi instabili in ripetwsperimenti di
campionamento che da loro si possono ottenere padkeriori
informazioni attendibili. Indichiamo cox, X, ..... , X 1 valori osservati di
un campione di dimensiona della variabile casualeX. Allora per
analogie con i momenti teorici, i momenti empirizll'origine vengono
definiti come segue:

Definizione il momento di ordinek dall’origine di una distribuzione
empirica e dato da:

S L
@M=, X

| momenti empirici sono pure chiamatomenti del campion® momenti
campionari perché essi si basano su valori campionari. || namelel

primo ordine dall'originem si indica tradizionalmente col simbdig
esso da il centro di gravita di una distribuziongpeica, proprio come fa
la media pu per una distribuzione teorica, e seme misurare dove €
centrata la distribuzione empirica. Essa é chiammeidia del campione
Per analogia con la definizione data per le digtzibni di probabilita, i
momenti empirici dalla media sono definiti comeseg

Definizione il momento di ordinek dalla media di una distribuzione
empirica e dato da:

@ m=2 (5

k

Poiché il momento del secondo ordine dalla medenesiusato molto
spesso, si assegna ad esso il simbolo particafared & chiamato
VARIANZA del campione

Corrispondentementee chiamatasscarto quadratico medi@ deviazione
standard del campione. Per calcolag® & spesso conveniente usare la
formula seguente che e l'analoga di una formula gsta per le
distribuzioni di probabilita e precisamente:
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s =m - X’ ( ricorda cher” = , —,uz)

Se | valori di osservaziong;, Xo, ..... ., X, sono stati classificati in una
tabella di frequenza cox che rappresenta l'i-esimo marchio di cladse,
che rappresenta il numero di osservazioni nelitmesintervallo, cioé la
frequenza assoluta gie N. che indica il numero degli intervalli di classe,
allora le definizioni dei momenti assumeranno lerfe seguenti:

S

(3) M = ;D; X Of
1 o

@ m = (%~ of
Il valore di X nella (4) si assume essere il valore ottenutad&ll e non
dalla (1). A rigor di termini le formule (3) e (4)efiniscono i momenti
soltanto per le distribuzioni classificate e sowdtasito approssimazioni
dei valori dati dalle formule (1) e (2), ma le apggimazioni sono di solito
cosi buone che in pratica non si fa nessuna distiezfra i due tipi di
formule . Per esempi& eds’ sono chiamate rispettivamente la media e la
varianza del campione sia che essi siano stateubitelalle formule (1) e
(2) che dalle formule (3) e (4). Non c’e nessurgiare di classificare i
dati se si desiderano soltanto i momenti di un&idizione empirica. La
classificazione ha lo scopo di osservare geometecde la natura della
distribuzione empirica. Se i dati sono gia stadssificati per questo scopo
e se si desidera ad esempio il valorédid s*, allora pud essere piul facile
calcolarli con le formule (3) e (4) piuttosto chende formule (1) e (2);
come si € gia detto le differenze sono di soliasdurabili.
Si fa osservare che in molti testi invecefidsi usa di solitop(x), che
rappresenta il valore della funzione di frequerssohuta inx;.
Questa funzione viene indicata cop(x) e non conf(x) perché
guest'ultima si usa in genere per rappresentafariaione di densita di
probabilita.

Esempio:per acquistare familiarita con lo scarto quadeoatieedio come
misura della concentrazione di una distribuziorterab alla sua media,
consideriamo la seguente distribuzione empiricdl@@0 conversazioni
telefoniche misurate in secondi mostrate in taliella
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Tab. 1

x, | 495 |149.5 | 249.5 |349.5 |449.5|549.5 | 649.5 I749.5 | 849.5' 949.5

fi la Izs|38|130|247|260|133|42|11|5

300 —

250 ay 28

80

50— 133

100 — 8
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1
1
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|
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i

— o ——— ——
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0 |
495 1495 2495 3495 4495 5495 549.5 7495 8495 9435

|
173 324 626 i

-

‘Fig. 1. Istogramma per la distribuzione di 1000 conversazioni telefoniche.

L’'istogramma per questa distribuzione € mostratigiara 1.

Dalla figura 1 appare che per la durata della cosamoni telefoniche
potrebbe essere adatto un modello di distribuziooemale. In questo
caso, poiché gli intervalli (ue, p +0) e (L - &, 4 + D) contengono
rispettivamente il 68% e il 95% dell’area sotteaauda curva normale, gli
intervalli (X- s, X+ s) e (X- 25,X+ 25) ci si dovrebbe aspettare che
forniscano approssimativamente le stesse percemerbuanto riguarda
la distribuzione empirica. | calcoli per i dadi thbella 1, usando le
formule (3) e (4), danno i valork = 475 es= 151, valori corretti
all'intero piu vicino. Di conseguenza gli interva{lX- s, X+ s) e (X-
2s, X + 29) diventano gli intervalli (324, 626) e (173, 776)i estremi di
questi intervalli sono indicati in figura 1 per maezdi frecce verticali. Il
numero di osservazioni che giacciono dentro quesdrvalli si possono
trovare approssimativamente mediante interpolaziooeme se le
osservazioni in un dato intervallo fossero sparsg@formemente
nell’intervallo. Questa ipotesi implica che sullbgramma qualsiasi parte
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frazionaria di un intervallo di classe comprenddea stessa parte
frazionaria delle frequenze in quell'intervallo. B@aterpolazione viene
condotta fino all'unita piu vicina, si trovera chistervallo (324, 626)

comprende (136 + 247 + 260 + 35) = 678 misure clile6&,8% delle

misure effettuate. L’intervallo (173, 777) esclu@e-21 + 9 + 11 + 5) =
52 misure che e il 5,2% e quindi comprende il 94,8&le misure

effettuate. Per un istogramma cosi irregolare cqomesto questi risultati
sono eccezionalmente vicini alle percentuali tewidel 68% e del 95%
per una distribuzione normale, confermando cosi ghemodello di

distribuzione normale rappresenta una buona appraz®ne per la
durate delle conversazioni telefoniche. (180:10(B898.5-324)>x=136)

INFERENZA STATISTICA: Ci occuperemo ora di quel tipo di
inferenza statistica che implica la stima di parmimgella funzione di
densita di probabilitd che e stata scelta come ffioger una variabile
casuale.

Stima: in statistica la maggior parte dei problemi di stinguardano la
stima dei parametri di una funzione di densitardbpbilita, per esempio
una compagnia telefonica interessata a studiarfgl@m connessi con la
durata delle conversazioni telefoniche, potrebblervstimare i parametri
U ec della funzione di densita normale che si puo assarmome modello
adatto per le conversazioni telefoniche. Due tigtone di parametri sono
di uso corrente, una e chiamata stima puntualealrd’ stima per
intervallo. Unastima puntualee il tipo di stima pit comune, cioé essa €
un numero ottenuto da calcoli fatti sui valori asséi della variabile
casuale che serve come un’approssimazione del eval@ro del
parametro.

Una stima per intervalloé un intervallo determinato da due numeri
ottenuti da calcoli fatti sui valori osservati @allariabile casuale, che ci si
aspetta contengano al loro interno il valore vesd ldro parametro.
Consideriamo ora le stime puntuali. Il metodo dnsatche illustriamo ora
e conosciuto come thetodo dei momentiSe un parametro di funzione di
densita, come ad esempio il parametro y per laitdeds Poisson o |l
parametrd per la densita esponenziale € un momento dellakdizgione,
allora la sua stima sara il corrispondente momdeta@ampione. Poiché p
e B sono le medie delle loro rispettive densita, esgsebbero entrambi
stimati dalla media del campion& . | due parametri p & di una
funzione di densita normale sono momenti dellarithigzione, percio essi
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saranno stimati dalla media del campione dalla varianza del campione
s? . Se una distribuzione ha soltanto un parametcognito; ma quel
parametro non € il momento della distribuziongyatametro puo essere
ancora stimato col metodo dei momenti calcolandondmento del primo
ordine della distribuzione che sara una funzioné pkrametro ed
eguagliandolo adX. La soluzione dell’equazione risultante rispetto a
parametro incognito fornira la stima richiesta. |&alistribuzione avesse
due parametri incogniti che non siano momenti,egjurebbe lo stesso
procedimento rispetto i primi due momenti dellatrdlsizione. Come
esempio in cui i 2 parametri non sono momenti, sn@Mo che entrambi

| parametri della densitadebbano essere stimati per mezzo dei momenti
del primo e del secondo ordine. Da formule giaevisitsa che pu -0 e

o = B%a; stime dia e B si ottengono percid risolvendo le seguenti

equazioni:

La =X
ﬁZa, - SZ
le cui soluzioni sono date da:
e ~ X Xz
-~ a="
B s?
X _ = X
X _ S
'BZ =S B=—
L ﬂ ~ X

Statistica descrittiva all'inizio del corso sono state evidenziate alcune
caratteristiche essenziali della statistica desaite della statistica
inferenziale. Cominciamo ora a parlare della siaisdescrittiva. A tale
scopo si puo partire subito dicendo che la stafisti la scienza che studia
I fenomeni collettivi, dove un fenomeno collettidoun qualsiasi fatto,
avvenimento o situazione costituito da un numefbcsentemente grande
di fenomeni singoli tra loro simili. Sono fenomerallettivi, ad esempio,

il titolo di studio degli impiegati di un’aziendali incidenti stradali
verificatisi in una data regione, la statura dedgjlinni che frequentano una
scuola, le nascite avvenute in una certa cittaplart preferito dai ragazzi
di eta inferiore ai 18 anni, etc... Dall’analisi dn denomeno collettivo,
realizzata mediante un’indagine statistica, si ea#i una serie di
informazioni che permette di comprendere e di preare il fenomeno e,
guando necessario, di fare delle previsioni cheardano il suo evolversi
nel futuro e, quindi, di programmare in tempo utdd interventi
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opportuni. Quando si vuole studiare un fenomentettodo si effettua su
di esso un’indagine statistica. Il primo passo diindagine statistica
consiste nel definire in modo preciso la popolazicstatistica, cioe
'insieme degli elementi su cui si effettua lindag. Ad esempio
costituiscono una popolazione statistica i lavaratib una fabbrica, gli
alunni che frequentano una stessa scuola, le mealafettive che si sono
verificate in una regione. Ciascuno degli elemehg fanno parte di una
popolazione statistica prende il nomeaudita statistica

Se consideriamo ad esempio come popolazione gtatistiipendenti di
una fabbrica, al suo interno le unita statisticlogge i dipendenti,
differiscono tra loro per una o piu caratteristicbevero per il sesso (M o
F), per il tipo di mansione svolta (operai, impiggetc...), per I'eta, per il
peso, per la statura, etc... Queste caratteristichegono chiamate
variabili statistiche ed e rispetto ad una di edse si effettua I'indagine
statistica.

Le variabili statistiche possono essere di due tipi

1) variabili quantitative o numericheche possono essere espresse con
numeri. Ad esempio I'eta, la statura, il numerofugi, etc...

2) variabili qualitative che non possono essere espresse con numeri,
come sesso, il mezzo di trasporto utilizzato, ulpgro sanguigno, etc...
Possiamo quindi concludere che un’indagine ste#iséi lo studio di un
fenomeno collettivo che consiste nell’analizzareneouna popolazione
statistica si distribuisce rispetto ad una certéabdle statistica.

Tutte le informazioni che si ottengono facendo mak&gine statistica si
chiamanodati statistici Un’'indagine statistica su un fenomeno collettivo
si articola nelle fasi seguenti:

a) Rilevazione dei dati

b)Elaborazione dei dati cioe tabulazione, classificazione,
rappresentazione grafica, calcolo di misure caiaganti quali le misure
di tendenza centrale (come media, moda e mediaéna, g le misure di
dispersione (come campo di variazione, varianzat@guadratico medio,
etc...) e altri indici di tendenza della distribuziondatesi alla sua forma;

c) Presentazione dei dati elaborati

d) Interpretazione dei dati

Rilevazione dei datila rilevazione dei dati puo essere di due tipi:
1) rilevazione completa, se e estesa a tutta |& wtatitiche della
popolazione in esame;
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2) rilevazione per campione, se € estesa solo agharte piu 0 meno
ampia della popolazione statistica, che prende @ppil nome di
campione.

Sono rilevazioni complete quelle che si svolgono opolazioni
statistiche costituite da un numero limitato dineémti, come ad esempio
su di una classe di studenti, sugli impiegati dufficio, sui commercianti
di un quartiere di una citta, che possono essétiectntattati e intervistati
direttamente. Anche le rilevazioni delle nascitesi dlecessi e dei
matrimoni sono rilevazioni complete, perché siirano utilizzando i
dati ufficiali disponibili negli appositi archivQuando invece I'indagine si
svolge su di una popolazione statistica molto vasten € praticamente
possibile contattare tutte le unita statistiche wndi si sceglie un
campione rappresentativo, cioe una parte ridottk gmpolazione e si
svolge l'indagine su di esso rapportando successwée i risultati
ottenuti all'intera popolazione. Se ad esempio sole sapere come
impiegano il tempo libero gli abitanti di una cittih 300.000 persone €
impensabile contattarli tutti; si sceglie percido campione abbastanza
vasto, ad esempio di 1.000 unita, il piu possibdppresentativo degli
abitanti della citta, cioe uomini e donne nellasgguproporzione, studenti,
pensionati, operai, professionisti, disoccupat,.ete si svolge l'indagine
su di esso. | risultati ottenuti si estendono plbinéera popolazione
statistica utilizzando le proporzioni. E’ eviderdiee con una rilevazione
per campione dei dati si ottengono risultati metterdalibili di quelli di
una rilevazione completa, proprio a causa delldtessckel campione che
non pud mai essere assolutamente rappresentati@ pl@polazione
statistica.
Quando si organizza un indagine statistica e quimghortante la scelta
del campione. A tale scopo €& opportuno precisaee aghsono diverse
tecniche di campionamento su cui non € il casoildngarsi in questa
sede, che danno origine ad altrettanti tipi di cemgmento di cui i piu
comuni sono:

a) campionamento probabilisticcaratterizzato dal fatto che di ogni

elemento della popolazione e nota la probabiligivdnga scelto;

b) campionamento non probabilisticohe si verifica quando Ila

proprieta precedente non é verificata;
Fra i vari tipi di campioni probabilistici vanno ipacordati i campioni
aleatori, semplici o con ripetizioni, campioni a piu stadii campioni
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stratificati, i campioni sistematicie icampioni a gruppi

| metodi utilizzati per la rilevazione dei dati leelndagini statistiche sono
diversi e cioe:

a) l'intervista, che consiste nel porre delle precise domand#&alinente a
ciascuna unita statistica e registrare le risposte;

b) il questionariq distribuito a ciascuna unita statistica e sudeagssente
ritirato o restituito con le risposte;

c) I'inchiesta telefonicache € un’intervista telefonica;

d) la consultazione di archiycome ad esempio gli archivi comunali;

e) la consultazione di pubblicazioni specializzatane quelle dell'ISTAT
(Istituto Nazionale di Statistica);

ELABORAZIONE , PRESENTAZIONE e INTERPRETAZIONE dei
dati: dopo aver parlato della rilevazione dei dati faop@d ora alcune
osservazioni riguardanti la loro elaborazione, @négzione ed
interpretazione. Se per un qualunque tipo di esp@rio consideriamo i
dati grezzi ottenuti dalla rilevazione, siamo inngee in difficolta se
vogliamo interpretarli cosi come sono. Ad esempio alenco delle
votazioni conseguite dagli studenti di un paese ciotice molto fino a
guando questi dati non vengono rielaborati e seaati. Vediamo allora
come rendere piu efficace la lettura e linterzeiae dei dati.
Supponiamo di avere registrato i dati relativi ab@ di 50 studentesse di
scuola media superiore di una citta. Il primo madgiigianale di riportare
tali dati € quello di formare una matrice come maistin tabella 1.

Tab. 1

Matrice di dati. Peso (in chili) di 50 studentesse

01 : 65 1 : 65 21 : 6 | 31 : 66 41 : 61
02 64 12 64 2 68 32 55 42 61
3 ' e 3! e 3 s 1B oss | s ' oe
04 : 63 14 : 63 24 : 67 34 : 56 44 : 60
05 64 s 6 567 RN L 45 60
06 63 16 63 26 67 36 58 46 61
07 : 65 17 : 73 | 27 : 66 37 : 59 47 : 61
08 65 187 %6 B 6 % 6
09 63 1970 2 5 ¥ 08 49 6
0 e 20 6 0066 0 57 0 6
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Il primo pensiero sara quello di organizzarli irafpine forma, ad esempio
in ordine di grandezza decrescente come mostraabealla 2.

Tab. 2
Matrice (organizzata) di dati.
73 —71—-70—69 —69 — 68 — 68 — 67 — 67 — 67—
66 — 66 — 66 — 66 — 65 — 65 — 65 — 65 — 65 — 64 —
64 —64 —64 —64 —64 — 63 — 63 — 63 — 63 — 63—
62 —62 —62 — 62— 61 — 61 — 61 — 61 — 60 — 60—

60 — 59 — 59 — 58 — 58 ~ 57 — 57 — 56 — 55 —53.

Nella matrice organizzata dei dati possiamo indigi@ un primo dato
statistico: possiamo infatti dire che tutti 1 valoappartengono
all'intervallo [53, 73], la cui lunghezza sara an@arango o campo di
variazione In questo caso si ha quindi che il rango=e73 — 53 = 20.
Questo primo indice ci dice qualcosa, ad esempaongssuna studentessa
pesa 21 kg piu di un’altra, ma l'insieme dei dadreora molto affollato,
soprattutto se pensiamo a campioni molto magg®irpuo allora pensare
di organizzare i dati in classi. Vediamo allorapdécisare ulteriormente
come formare queste classi di dati di cui ci siagi@ occupati in
precedenza.

A tale scopo indichiamo alcuni criteri ottimali pkr formazione delle
classi, ricordando anche che una cattiva scella d#sse puo portarci ad
una cattiva interpretazione dell’intera distriburadei dati:

| CRITERIO: il numero delle classi deve rendere chiara lamatiu tutta
la distribuzione. Se le classi sono infatti troppe troppo poche,
rischieremmo di perdere utili informazioni. Nelmo caso, perché in ogni
classe vi sarebbero pochissimi elementi o addiathessuno; nel secondo
caso, perché potrebbero accadere che, essendmtaticenolti elementi
in poche classi, perderemmo di vista la globalgfladdistribuzione. In
genere, come Si € gia accennato in precedenza;ekioso classi in
numero variabile da 6 a 20. Secor®IBURGESsi ha un numero ottimale
di classi indicato cormN. , scegliendd\; = [1 + 1,1443n N], dove []
rappresenta l'intero piu vicino ad ed N rappresenta il numero dei dati
osservati.
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Il CRITERIO: le classi devono avere la stessa ampiezza e, gagato
detto al primo punto, tale ampiezza sara data da:

h=—
N

dover indica il rango dell'insieme dei dati osservati.

Come esempio determiniamo ora il numero di claskarapiezza delle
classi nel caso dei dati presentati nella matriedadtabella 2. Dalla
formula di Sturges si ha cid¢. = [1 + 1,443n50] = [1 + (1,433) -(3,91)]
=[6,64] = 7; per cui 'ampiezza e datahla 20/ 7 = 2,86.

Il CRITERIO : 'ampiezza dell'intervallo deve essere un numeie tla
individuare il punto di mezzo, inoltre, come siia getto in precedenza,
gli estremi di ogni intervallo di classe devonoezsspresi mezza unita
oltre I'accuratezza di misura e cio per far si clessun dato osservato
cada sugli estremi dell'intervallo.

Come esempio costruiamo ora le classi nel casoddgi restituiti al
campione in esame. Si vede che € uguale a 3 I'axgiepportuna per le
7 classi che dovranno rappresentare i dati, cigeesio delle studentesse
espressi nella matrice dei dati. Possiamo pendlara ahe gli estremi dei
7 intervalli di classe siano 52.5, 55.5; 55.5, 58.5; 70.5, 73.5 e che i
valori di mezzo degli intervalli siano 54, 57, ...2.7Avremo allora la
tavola mostrata in tabella 3.

Tab. 3

Classi di Punti di Etichette Numero di
peso mezzo ( WA) ~ studentesse
52.5-55.5 54 L 2
55.5-58.5 57 [Zl 5
58.5-61.5 60 1] 9
61.5-64.5 63 NN 15
64.5-67.5 66 1 | 12
67.5-70.5 69 [ ] 4
70.5-735 72 [ 3




Nella tabella 3, nella colonna delle etichettetadosusato un metodo assai
comune di contare gli elementi osservati tramité ¢ quadrato con
chiusura da 1 a 5. A questo punto, anche senzacereesattamente tutti
| dati, ma conoscendo solo la frequenza assolute it numero di
elementi di ogni classe, possiamo avere un’ideéa déiktribuzione dei
dati. Ad esempio potremmo dire che ci sono 5 stied=me che pesano 57
kg, 12 che pesano 66 kg e cosi via.

Per avere altri tipi di informazione, sempre pite@si ed esaurienti
possiamo definire altri indici statistici, piu etsahente definiremo:

a) lafunzione di frequenza assolutadicata conp(x) che ad ogni classe
associa il numero di elementi della classe;

b) lafunzione di frequenza relativandicata conp,(x), ovvero il rapporto
fra il numero di elementi della classe e il numitale di elementi;

c) la funzione di frequenza cumulatjivandicata cong¢(x), ovvero |l
numero di elementi della classe e delle classiqutewti;

d) lafunzione di frequenza cumulativa relatiwadicata conp.(x), ovvero

il rapporto fra il numero degli elementi dato ddlequenza cumulativa ed
il numero totale degli elementi;

Nella tabella 4 sono riportati i valori della 4 fioni suddette,
corrispondenti ai punti di mezzo delle 7 classi pettati riguardanti
I'esempio in esame.

Tab. 4
&/\Lq_ WA
z = Punto di mezzo o(1) p.(z) pe(x) V(1)
54 2 0.04 2 0.04
57 5 0.10 7 0.14
60 9 0.18 16 0.32
63 15 0.30 31 0.62
66 12 0.24 43 0.86
69 4 0.08 47 0.94
72 3 0.06 50 1.00

Ad esempio si ha:

N =50 ¢(60)=9 ¢r(60)=p(60) /N =9/50 = 0,18
0(60)=¢(60)+¢(57)+¢(54)=9+5+2=16

0c(60)=0(60)+ @ (57)+ ¢(54)=0.18+0.10+0.04=0.32
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Naturalmentep.(x) si puo calcolare anche direttamente osservando ch
ocr(X)= @c(X) / N; per cui si ha che.(60)=¢(60) /N=16/50=0.32

Le funzioni di frequenza, i cui valori sono ripdrtaella tabella 4, sono
rappresentate graficamente dall'istogramma di fgdr dal grafico a
segmenti di figura 2, dal poligono di frequenzdigliura 3 e dal poligono
di frequenza cumulativa relativa di figura 4.

1 el P %) 1
151 10,30
12+ 10.24
o1 , 10,18
51 10,10
41 10,08
3+ 10,06
2t 10,04
Y 54 57 60 63 66 69 72 x 0
Fig. 1. Istogramma.
t 90 P,() |
15+ i 10,30
12 4+ 4 ‘L0,24
9 10,18
5 T +0,10
at 10,08
34+ 10,06
21 I l 10,04
6-1-—-'—'--—~—— - —— = + + + - + —— — i + ! e ey
54 57 60 63 66 69 72 X 0

Fig. 2. Grafico a segmenti.
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P(x) o)1
151 10,30
12" 0.24
9 10,18
51 0,10
41 008

3+ 0.06
21 , \ 0,04
— _— - - VA ' + + : " " + + \. -
0 54 & 60 63 66 63 72 x 0
Fig. 3. Poligono di frequenza.
b w(z) Per() ¢
50+ -———=1100
+ 47 0.94 +
- 43 0.85 ¢+
40+t 10,80
30 -31 .82 :0'60
204 10,40
18 0,32
10 10,20
7 Q.14
2 Q.04 1
0 §25 555 585°°615 645 675 705 735 X 0

Fig. 4. Poligono di frequenza relativa cumulativa.

In ciascuno dei 4 grafici sono stati riportati &agke delle ordinate a
sinistra i1 valori assoluti e a destra i valori teladella corrispondente
funzione, ovviamente in scala opportuna, ottenezwh il duplice scopo
di poter leggere entrambi i valori. Da questi griai possono leggere
informazioni sui dati; ad esempio dal grafico 4psi0 vedere che |l
numero di studentesse il cui peso cade fra 61&B®kKY € semplicemente
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la differenza fra le frequenze cumulative corrigpemti e percio abbiamo
47 — 16 = 31. Per i valori intermedi si possondasub dare stime, ad
esempio il numero di studentesse con peso minagaiali a 60 kg e circa
di 11 e questo dato e stato ottenuto graficamemteecmostrato in figura
4.

Vediamo ora di caratterizzare una distribuzionetisttea, ovvero
un’insieme di dati del tipo visto finora, attraverslelle misure che ne
riassumano le principali proprieta. Si tratta dedlesiddettemisure di
tendenza centrale cioé di alcune caratterizzazioni sintetiche della
distribuzione che hanno lo scopo di dare un’idedalie la distribuzione
sia collocata e quanto sia concentrata. Gli indidendenza centrale che
esamineremo piu da vicino sononteedig di cui ci siamo gia occupati, la
medianae lamoda

A proposito della media € opportuno precisare cke abbiamon
osservazioni numeriche, X,, ..., X,, la loro media, che come sappiamo ¢é

_ 13
data daXZHDZX , € piu comunemente nota comedia aritmetica
i=1

delle osservazioni

Sono indici di tendenza centrale anchamisure didispersione tra cui
qguelle di gran lunga le piu usate e di cui ci siagia@ occupati sono
certamentelo scarto quadratico medico deviazione standarde la
varianza Anche il rango o campo di variazionguo talvolta essere un
indice utile per comprendere come stanno grossmn®dose. Si pensi ad
esempio alla conoscenza della temperatura massimaima di una citta
in un dato giorno; e pero abbastanza evidentealbartdice risente molto
di valori particolarmente alti o particolarmentes$ia inoltre esso tende
inevitabilmente a crescere se aumentiamo il nundettz rilevazioni dei
dati.

Calcoliamo ora la media dei pesi del campione anes

Applicando la formula che definisce la media di udstribuzione

1
empirica si ottieneX =63.22(ricordando cheXzEDZX [f). Avendo
i=1

classificato la distribuzione dei pesi possiamohancalcolare la media
tramite la formula che la definisce per distribumiolassificate ed ottenere
cosi cheX =63.24,dove X € leggermente diverso dal precedente. Tale
differenza e spiegabile nel senso che i dati rgmuati in classi perdono un
gualche elemento di informazione rispetto ai dati singolarmente (uno
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ad uno), a meno che non vi sia una perfetta sinangtiorno al punto di
mezzo della classe.

Facciamo ora un esempio per capire quando la nedpmssa ritenere
accettabile come valore di sintesi dei dati. A tat®po calcoliamo la
media degli stipendi annuali degli individaj B, C, D che percepiscono
rispettivamente 10, 15, 16, 80 mila euro. Usandieknizione si ha che:

XZ%[@10+ 15+ 16+ 8Q= 30.2%Hila euro

Questo valore non e certamente una buona sintgsi stgpendi, infatti
esso non e vicino ai guadagni Aj B, e C e neppure a quello db.
Presentarlo dunque come stipendio medio potrebbeopare grossolani
equivoci. Sicuramente il motivo € che il valoreresto, cioe quello piu
elevato, influenza negativamenta media. Vedremo fra breve come
ovviare alla presenza di valori estremi nella deteazione di un
ragionevole valore medio. A tale scopo definiama attri due tipi di
medie.

Mediana per evitare l'influenza di valori molto distantagli altri perché

troppo grandi o troppo piccoli, si definisce la nad din osservazioni

come il valore che divide lI'insieme dei dati ordmalal piu piccolo al piu

grande o viceversa esattamente in due parti. ta phrole la mediana € il
valore che occupa la posizione centrale a secomela sia dispari o pari,

si ha allora:

X = %[xzn + Tgﬂ)j sen é pari

Xooq = X sen e dispar
2
avendo indicato comy, X, ..., X, i valori osservati e supposti in ordine
crescente o decrescente.

Esempio:i voti di uno studente universitario in 6 esamnastati 28, 29,
19, 30, 23, 26 e si vuole calcolare la media eddiana di questi voti. Per
la media si ha:

X ==(28+29+ 19+ 30- 23 2p= 25.8:

ol
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e per la mediana, poiché = 6, e dopo aver ordinato i dati in senso
crescente, come 19, 23, 26, 28, 29, 30, si ha che:

X :%(26+ 28) = 27

In questo caso non ci sono valori estremi, ovvexocs Sono essi Si
compensano e dunque media e mediana hanno valtia simili.

Esempio:gli stipendi di 6 dipendenti sono dati in migliala€ da 1.2, 1.4,
1.3, 2.0, 0.8, 9.7. Per la media si ha che:

X=2.73

mentre per la mediana, poiché 6 ed ordinando i dati in senso crescente
come segue 0.8, 1.2, 1.3, 1.4, 2.0, 9.7, si ha che:

X :%(x3 +%,) :%(1.3+ 1.4= 1.3t

Questa volta la mediana ci appare come un valoidéorpa ragionevole
della media per indicare una sintesi, ovvero uroneal“medio” della
distribuzione degli stipendi.

Se i dati sono raggruppati in classi, dobbiamorallmperare come segue:
per prima cosa si deve individuare la classe medieioe la classe dove e
situata la mediana (in generale la classe medidag®@ma classe in cui la
funzione di frequenza cumulativa supera n/2); doselo passo e quello di
individuare la mediana all'interno della classe ragd. Cio viene fatto
tramite la formula seguente:

NG
& (%n)

n
Xmed:Am+h|:‘2

dove A, € I'estremo inferiore della classe mediaha I'ampiezza delle
classi; Xy, _ 1 rappresenta il punto di mezzo della classe cheepes la
classe median;, € il punto di mezzo della classeediana.

Esempio:come esempio calcoliamo la mediana relativamelliteseeme
dei pesi delle 50 studentesse di cui ci stiamo paodo considerando
prima i dati singolarmente e poi raggruppati irsslaLa mediana, essendo
pari al numero di dati e osservando la tabellasayprima, € data da:

1 1
X :E(X25 + %) :5(64+ 63 = 63.L
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Se i dati sono raggruppati in classi, individuiamaanzitutto laclasse

medianacome quella che ha come punto di mezzo uguale a3)do

guesta una frequenza cumulativa uguale a 31 > rBR/Z, come si puo

osservare in tabella 4 e in figura 4.

Per determinare la mediana osserviamo poi, sengietdbelle 3 e 4, che

Am = 61,5, h = 3y(Xm.1)=7v:(60)=16 e o(X,)=0(63)=15; da cui si ha che:
5-16 .

X g =61.5+ T 63.:

Questo e un valore praticamente uguale a quel@toousando tutti i dati

singolarmente; cio implica una certa simmetriai tdati rispetto al valore

medio.

L'idea di mediana puo essere estesa; infatti seddiana e il valore di

mezzo delle osservazioni, possiamo pensare a \@lerdividono i dati in

4 parti ,10 parti o in 100 parti. Parleremo allalaquartili, decili e

percentili.

Moda: Molto spesso i dati sono divisi in classi che namas di tipo
numerico, ad esempio la provincia di nascita,pbtdi lavoro, il gruppo
sanguigno, etc. In questi casi non ha senso patlanedia o di mediana, a
meno di non aver etichettato i dati. E’ allora autintrodurre un’altra
misura di tendenza centrale e precisamentadda La moda e il valore
che si ripete piu spesso in una distribuzione tli &ssa e particolarmente
utile quando la distribuzione dei dati € molto cemicata su uno dei valori.
Se i dati sono raggruppati per determinare la moaacorre
preliminarmente determinare ldasse modalecioe la classe in cui si
trova la moda Di solito la classe modale € quella in cui lagfrenza
assolutap(x) € massima, notando che ve ne pu0 essere anclii@ pina.
Come per la mediana anche qui si puo dare una faraita a determinare
guesto valore. La moda e cosi data da:

Xi) = Y(X_
‘oz +h V(x) = V(%)
y() = Y4 )|+ (%) = 1 %)
dove abbiamo supposto le classi determinate consoldab e abbiamo

indicato conj; I'estremo inferiore della classe modale, dotiampiezza
della classi e cor il punto di mezzo della classe modale.

Esempio.come esempio determiniamo la moda del campiongeisi in
esame considerando prima i dati singolarmente egggruppati in classi.
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Nel 1° caso dalla tabella 2 vista precedentemenpei® osservare che la
moda eXnoq = 64, valore che si ripete piu spesso degli atiog 6 volte.
Considerando i dati classificati dalla tabella #pg0d osservare che la
classe modale e quella con punto di mezzo “63”cpesi ha:
Xpoq = 61.5+ 15°9  _ gas

o 3%15—%\12— 15

Fra le misure di tendenza centrale che abbiamoepta®, la moda é
senz’altro la misura media meno precisa. La subbcartione e la scelta
stessa della classe modale sono fattori che dipenfiwtemente dal modo
in cui vengono classificati i dati. Cambiando itfiampiezza delle classi
puo variare anche di molto la scelta della classdate. Ricordiamo infine
che se non esiste una sola classe modale, ci@e fseguenza non ha un
solo punto di massimo, allora il concetto di modkulta in genere di
scarsa utilita. Le distribuzioni con una sola medehiamandalistribuzioni
unimodali.

Media, mediana e modasul significato della media, della moda e della
mediana, e quindi sulla loro effettiva utilita niellerpretazione del
fenomeno oggetto dell'indagine statistica, € oppurtfare alcune

considerazioni:

- la mediadei dati tende a livellare tutti i dati e quindinan fare
risaltare le grosse differenze che possono essaressi;

- la medianatiene conto solo del dato centrale della succassiei
dati e non é quindi influenzata né dai valori prargli né dai valori
piu piccoli;

- lamodae il dato che si ripete con maggiore frequenzaiedjnon &
influenzata dagli altri dati;

E’ quindi necessario stabilire caso per caso se valori medi siano tutti
significativi. In alcune indagini statistiche ciag verificarsi solo per due
di essi oppure anche per uno solo. Nel caso ifacmedia, la moda e la
mediana coincidano oppure siano valori molto viéiailoro si dice che il

fenomeno che si studia ha ud@tribuzione normale di datDal termine

usato gia si capisce che questo fatto € abbastamreente nelle indagini
statistiche. Quando c’é una distribuzione normalelati, il diagramma
delle frequenze assume una forma particolare adwda quella di una
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campana e la curva che ne e una buona approssimegaiende il nome di
curva normale o Gaussiana.

A scopo illustrativo diamo ora tre esempi in cuo@portuno usare per
misurare la tendenza centrale rispettivamente laianda moda e la
mediana.

Supponiamo di avere un gruppo di 200 studenti che:

a)devono viaggiare su di un aereo;

b)devono acquistare scarpe per fare sport;

c)devono concorrere per una borsa di studio.

Per quanto riguarda il primo pun&chiaro che se I'aereo puo portare 20
tonnellate con un massimo di 200 persone pensamelogni persona pesi
mediamente 80 kg, si deve imporre un peso massin0 kg per le
valige, e questa e umaedia aritmetica

Per il secondo punissupponendo che il calcio sia lo sport piu pratica
dagli studenti dobbiamo sapere quale sia la modegro la frequenza
della classe dei giocatori di calcio per pianifeegli acquisti.

Per il terzo puntesembra naturale che supponendo che le borse diostu
vengano date al 50% degli studenti piu bravi e t@eoli, uno studente e
particolarmente interessato a sapere se il suceggia si colloca sopra o
sotto la mediana.

Vediamo ora alcune relazioni tra i tipi di mediaechbbiamo illustrato.
Abbiamo gia detto che esse non sono applicabiligoadsiasi insieme di
dati, e vedremo adesso che, una volta disegnatgrafico della
distribuzione dei dati, la media, la mediana e tadansi dispongono in un
certo modo dipendentemente dal fatto che il grait pit 0 meno
asimmetrico, intendendo sempre parlare di distrdouzinimodali.

Se la distribuzione € simmetrica intorno ad unaedlore, allora come si
e gia detto, le tre misure coincidono come indicabgrafico di figura 5.

media
{ mediana
moda

Fig. 5. Grafico (simmetrico) della distribuzione dei dati.
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Mediana
Moda S(

Media

-~ - -—-—X .

Fig. 6
Mediana

N/

Moda

- --—X

Fig. 7

Quando non c’é simmetria i 3 valori di tendenzatiegda si distinguono tra
loro anche se nelle distribuzioni unimodali la na@ed@i si colloca sempre
tra la media e la moda. Piu precisamente, comerarasi due grafici di
figura 6 e 7, se la coda della distribuzione e atrde allora la moda
precede la mediana e la media, mentre se la cadangstra e la media che
precede la mediana e la moda. Per comprenderegienradi cio e
opportuno notare che se la coda della distribuzi@ree destra, la moda
dovra essere a sinistra della mediana in quanmoléca nel punto di
massimo della distribuzione; mentre la media chme@bbiamo visto
risente molto dei valori estremi, dovra essere strdedella mediana. In
modo analogo sostituendo la destra con la sinsspao ragionare nel caso
di distribuzioni con coda a sinistra. Per distrilomz unimodali che siano
moderatamente asimmetriche vale la relazione ecapiri

;(_ Xmod = 3(;(_ Xned)

Media geometrica e media armonicai sono poi altri tipi di medie in
senso lato che vengono usate in considerazionstgthe. Ne ricordiamo
ancora due e precisamente la media geometricanedda armonica. Dati
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n valori osservatix;, X, ..., X, Si chiama media geometrica il numero
definito da:

Xg = /% D¢ 0.0, =( x 0% 0..0x)
e la media armonica il numero definito da:

1
n

;(_ n

71 1 1
L R
X X X,

Si fa osservare che se i valori osservati sono pasitivi si ha come
risultato di carattere generale che:

Xa € Xg < X
dove il segno “=" vale solo se tutti i valori songuali fra loro.

Per illustrare ['utilita dellimpiego pratico dellemedie suddette
consideriamo gli esempi seguenti.

Esempio 1in un certo anno la benzifaha avuto un costo medio di

1.500 £ al litro e le arancA costavano mediamente 4.500 £ al kg. Se
nellanno successivo il prezzo medio della benBna salito a 2.000 £ al
litro e quello delle arance e sceso a 4.000 £ gtipte di media € piu
opportuna per illustrare il rapporto dei prezzi deeé anni in esame?

A tale scopo si puo osservare che il rapporto lfreosto delle arance e
quello della benzina era di 3 al primo anno e di 2econdo; se facciamo
la media aritmetica otteniamo un rapporto medio gar

F:%(3+ 2)= 2.5

Il rapporto fra il prezzo della benzina e quellde@arance € 1/3 il primo il
anno e ¥z il secondo anno. La media di tali rapgorti
r :E(_1+_1j -0 0.417
2\3 2) 12
Se invertissimo i rapporti ci aspetteremmo di adtenil rapporto medio
inverso dato da:
4= 1_10.5
25 25 12
Possiamo dire che la media non e sufficiente adtire il rapporto dei
prezzi nel periodo in esame.
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Vediamo ora cosa accade se si usa la media geometra media
geometrica dei rapporti fra il costo delle arancguello della benzina e
dato da:

r, =32 =6= 2.44¢

La media geometrica dei rapporti invertiti, cioa ffuello della benzina e
guello delle arance, e dato da

— /191 1
r = [=F =—==0.408
9 V32 s

Queste medie sono adesso una linversa dell'al@aindi possiamo
concludere che la media geometrica e piu utilead@lédia aritmetica per
illustrare il rapporto dei prezzi nei due anni ddesati.

Esempio 2Si ricordi che la media armonica € data da:
— n
T 1

4+ =

XX
Un individuo viaggia da Firenze a Pisa, viaggiamao I'intero viaggio
d’andata a 80 km/h mentre per quello di ritornoZ2® km/h. Si vuole
calcolare la velocita media per l'intero viaggio. tAle scopo si puo
osservare che lindividuo impiega 1 ora per and#erirenze e Pisa ed
impiega 40 minuti per ritornare. Dunque viene éff@to un viaggio di 160
km in 100 minuti, alla media quindi di 96 km/h. &t 160 : 100 = x : 60;
quindi x = 96. Questa non e altro che la media aiozodelle due velocita,
infatti:

- 2 2
Va = 1 1 = 1 1 =96

N g T

v, v, 80 120
Si fa osservare che usando la media aritmeticagrovv
— +
v VitV, _ 80+ 1202100

2 2

non avremmo ottenuto un risultato corretto. E’ apyao inoltre precisare
che qualora le distanze percorse non siano udusdigna usare una media
armonica ponderata delle velocita considerando istamnize comepesi
rispettivi Ad esempio se fosse stato percorso il trattonEge— Pisa —

Viareggio alle stesse due velocita, e dhmuguale alla distanza tra Firenze
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— Pisa ed, uguale alla distanza Pisa — Viareggio avremmo cawurta
velocita media data da:

v = d,+d, _ 80+20 _ 100
® d,d 80, 20 116
v, Vv, 80 120
avendo posto uguale a 20 km/h la distanza tra ®iS@areggio. Se le
distanze fossero uguali si puo facilmente verigcahe l'ultima formula
usata per il calcolo della velocita media si rigbtve a quella usata

precedentemente. Infatti de=d, = d:

=85.71

V—_d +d Zﬂ/ v
ap_d d - 1 1 ~ VYa
—+— ﬁ( i Sl
ViV, Vi 'V,

Rappresentazione grafica dei datii dati ottenuti con le indagini
statistiche, come si e gia visto, oltre che esshBsposti in opportune
tabelle possono essere visualizzati mediante oppertappresentazioni
grafiche, che facilitano il confronto dei dati epsattutto forniscono una
comprensione immediata dellandamento complessiva f@nomeni
studiati. E’ importante sottolineare che € necesssaper scegliere caso
per caso il tipo di rappresentazione grafica piparfuna e appropriata. Si
e gia parlato nella trattazione precedenteistbgramma di grafico a
segmenti di poligono di frequenza assolytali frequenza relativadi
frequenza cumulativee difrequenza cumulativa relativdrendiamo ora
in esame altre due rappresentazioni grafiche felgyiu comunemente
utilizzate e precisamentadeogrammeae I'aerogramma

Ideogramma un ideogrammaé una rappresentazione grafica molto
semplice e diffusa. Esso si basa su di una unmdislira grafica, cioe su di
una figurina simbolo (icong che richiama il soggetto che si vuole
rappresentare, cui si fa corrispondere un valommarico specifico. Si
tratta pero di una forma di rappresentazione noppio rigorosa in quanto
il limite grafico alla possibilita di frazionare fayurina simbolo impone un
arrotondamento dei dati che puo anche divenireariee.

Ad esempio supponiamo che alla figurina simbolo fdjura 1
corrispondano 100.000 persone. In questo caso eoibra ragionevole
frazionare la figurina in piu di 4 parti, come masd in figura 1. Si
dovrebbe cioe arrotondare i dati al 25000 piu pnegs
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Questa rappresentazione grafica serve soprattutimec mezzo di
divulgazione di slogan pubblicitari dove si possoadoperare con
maggiore efficacia i motivi ideografici che richiano piu facilmente al
grosso pubblico la natura dei fatti rappresent&idiamo ora due esempi
rispettivamente nelle figure 2 e 3, peecisamente

rappresentati

1)l'ideogramma delle lavatrici e 2)I'ideogramma daksce pescato da

Figurina simbolo

= 100000 persone

25000 . S0000 75000
Frazionamento
Fig. 1

alcune nazioni nel 1995.

1) ln un mdaguxe sulla produzione di lavatrici da parte di quattro aziende A, B, C, D nel

1994, si sono ottenuti i seguenu dati:

4 Asionda .lejvatribz
A -110.000
B 140.000
C " 60.000
D 80.000
La rappresentaz:one graf ca con un idem___w risulta in questo caso abbastanza opportuna [

fornisce con mmedxatuza un'idea della situazxone (Fxg 2) ’

.azienda A
a'zienda.B

azienda C

azienda D

Fig. 2
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2) stegmamo. ad esempio, 1 x,deogramma relativo alla quantxté di pcscc pescato in un anno da
. aléune nazioni, disponeando dei seguenti dau . R

Nazzane i

Pq'esce yucata nel 19,95(tonnella;e) :

Giappone - 11.000.000 .
Cina 6.500.000 -
-USA 5,000,000
Russia 8.000.000
Norvegia . "2.500.000 . .

Possiamo sceghcre come umt& gaﬁca il dxscggo snhzato di un pesce ¢ stabilire che

Fig.3

Areogramma un areogrammaeé una rappresentazione che si presta a
visualizzare il peso relativo delle singole parnspetto al tutto. Un
areogramma si costruisce suddividendo una figueargppresenti I'intero,
cioe il tutto, in parti proporzionali alle frequenzelative, ed e quindi
significativo soltanto se il numero delle parti Egolo. E’ chiaro che si
puo prendere una figura qualsiasi, ad esempio @urgio; in tale caso
pero una soltanto un’opportuna misura del latoqdeldrato rende agevole
la suddivisione della figura in parti proporzionalle frequenze relative.
Proprio per questo si ricorre piu frequentementeeathio e si ha quindi
una rappresentazione grafica che prende il nonagedigramma circolare
o diagramma circolarg o diagramma a torta(Piechar), o diagramma a
settori circolari In esso le aree dei settori circolari che sorap@rzionali
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alle frequenze relative sono proporzionali alle smpe dei rispettivi
angoli al centro e pertanto la misura del raggi® mssere scelta con
assoluta liberta. Del resto la rappresentazionespt#ori circolari risulta
anche piu espressiva dal punto di vista percettimoogni caso nella
costruzione di un aerogramma sono quasi sempreitabdv alcuni

arrotondamenti.

Esempio: vogliamo rappresentare con un aerogramma come Ssono
distribuiti i diversi tipi di navi mercantili itadéine con una stazza superiore

a 100 tonnellate riportati nella tabella di figutadove i1 dati sono stati
desunti dal calendario Atlante de Agostini del 1997

NAVIGLIO MERCANTILE

tpo di .navi umero
navi passeggeri e miste {° " -364
navi da carico secco - 137
navi cisterna 310
navi portacontenitori 19
navi di altro tipo 613

T%L.’{ = xShT a=9]° navi passeggeri e miste

'IJ% =-3%,- B=34° -navi di carico secco
1%%--3&7, Y m77° navi ciftema .

1—%923' = 3&3 0= 5° navi portacontenitori
.!_%-3%-, e=x153° navi di altro tipo

Il naviglio mercantile italiano comprende dunquet3d4avi. Si puo ora
calcolare I'ampiezza degli angoli al centro coroisgenti ai tipi diversi di

-112 -



nave come riportato in figura 4. La situazione eésuwalizzata
nell’aerogramma di figura 4.

nivi passeggern ¢ miste
navi da canco sceco
navi cisterna .

navj conteaitori
navi di altro tipo

TRIFE

Fig. 4

Per agevolare la lettura dellaerogramma sovenémevianche riportata
allinterno di ciascun settore circolare la frequanpercentuale della
corrispondente componente. Le frequenze percenpalil’esempio in
esame sono nell'ordine le seguenti: 25, 23; 9,4%& 1,32; 42,48.
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