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Per calcolare la varianza e spesso piu conveniente calcolare i primi due momenti dall’ origine e poi
ricavare lavarianza da piuttosto che calcolarla direttamente dalla formula che |a definisce.
Ricordando laformula che definisce la varianza cio si puo realizzare come segue:

o’ = Z(Xi 1) (%)= szf(xi)_zﬂzxi f(xi)+ﬂzz f(x)
i=1 i=1 . i=1 i=1
) Y7, 1

Ricordando laformula che definisce i momenti dall’ origine si pud quindi scrivere che

o’ = Ho —2uu+ p? equindi laformularichiesta e laseguente: o2 = 1y — u?

Funzione generatrice dei momenti

Anche seil calcolo diretto dei momenti, tramite laformula che li definisce, puo essere facile e
Spesso conveniente essere capaci di calcolarli indirettamente servendosi di un altro metodo che ora
introdurremo.

Esso implica quella che é conosciuta come lafunzione “ generatrice del momenti”. Come staad
indicare il nome stesso gquesta funzione € una funzione che generai momenti, essa e definita come
segue: Definizione

La funzione generatrice del momenti della variabile casuale discreta X la cui densita ef, e data
da

0 .
(DM, (6)= E[e‘gX } = Ze‘gx' f(x)

i=1
Questa serie e una funzione soltanto del parametro , masi emesso I'indicea M, (9) per indicare
quale variabile si sta considerando. Il parametro 4 non ha qui nessun significato reale, S
introduce semplicemente per aiutare a determinare i momenti.
Per mostrare come M, () generai momenti facciamo I’ipotesi che lafunzione di densita f (x) sia

tale per cui laserie della (1) converga.

Sviluppiamo ora e'9xi nella (1) in serie d potenze, e sommiamo termine atermine. Poiché la serie
2 3
di potenze per e édato da e” =1+ ]Z_ + o + % +.... ,Segue dalla formula suddetta e da quella che

definisce i momenti dall’ origine, che

2 Mx(9>=§ 1+£xi+‘9—2xi2+‘9—3xfjf(xi)=

| |
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K
In questo sviluppo si pud osservare cheil coefficiente ‘9k—' éil momento d’ordine k dall’ origine, di

conseguenza se si puo determinare la funzione generatrice dei momenti di unavariabile X, e si puo
sviluppare in serie di potenze di 3 i momenti della variabile si possono ottenere semplicemente
esaminando lo sviluppo risultante.
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Orase si desidera un momento specifico puo essere piu conveniente calcolarlo calcolando la
derivatafattarispettoad di M, () calcolataper S = 0, infatti derivando ripetutamente la (2) s ha

k
o dT My 8
che u = X7 k=1,23,...

k dgk
9=0

. . ' o ' 1 2 PR B
Infatti per k=1, s hache MX(S)_y1+y29+§y33 +..... equindi MX(S)L:O_,ul.

Per k=2 MX(S):/;2+/139+ ..... quindi Mx(g)lg:o:ﬂz

Distribuzione binomiale

Consideriamo un esperimento di tipo ripetitivo in cui s registra soltanto il verificarsi oil non
verificarsi di un evento. Supponiamo che sia p la probabilita che |’ evento si verifichi quando

I’ esperimento viene eseguito e indichiamo con g=1-p la probabilita che non s verifichi.
Sel’evento s verifica, in una data esecuzione dell’ esperimento, esso si chiamera un successo,
altrimenti un insuccesso. Siano poi fatte n esecuzioni indipendenti dell’ esperimento e la variabile X
rappresenti il numero di successi che si otterranno nelle n esecuzioni.

Affronteremo orail problemadi determinare la probabilita di ottenere x successi in n esecuzioni
dell’ esperimento, cioé che X=x.

A tale scopo determiniamo dapprima la probabilita di ottenere x successi seguiti da n-x insuccessi.
Questi n eventi sono indipendenti, percio ricordando unaformula gia vista e valida per eventi

indipendenti e cioé che P{A ~ A, |= P{A JP{A, | questaprobabilita & datada:

X_volte n-—x_volte
p* p*..p* q*q*..*q = pan X , laprobabilita di ottenere x successi ed n-x insuccessi, se questi
eventi s verificano in qualche atro ordine, non cambia, perché basta semplicemente riordinare le p
ele g in modo da corrispondere a nuovo ordine.
Per risolvereil problema e percio necessario contare il numero di ordini possibili, il numero di
ordini é rappresentato dalle permutazioni possibili di n oggetti, di cui x sono uguali traloro, cioéle
p, ed n-x sono anch’ esse uguali traloro, cioe le g, ma com’ e noto il numero di tali permutazioni &
dato da

n
B % X (n—Xx)!

Oraricordando laformula P{A U A,} = P{A }+ P{A,} laprobabilita che si verifichi I’'uno o I’atro

di uninsemedi eventi reciprocamente esclusivi e data dalla somma delle loro probabilita.

Di conseguenza & necessario sommare px *q N~Xtante volte quanti sono gli ordini possibili,

poiché la(1) dail numero di tali ordini, la probabilita di ottenere x successi in qualche ordine s

ottiene moltiplicando p** g~ * per laquantita espressadalla (1).

La probabilita risultante che & quella di ottenere x successi in n esecuzioni indipendenti di un
esperimento, per cui p e la probabilita di successo in una singola esecuzione, definisce quella che
enota comela distribuzione binomiale e cioe

2 f(x) = X N—X
@ f(x)= m( FTrETid

[l termine binomiale derivadalarel azi one dellafunzi onedi densita binomiale con il seguente
sviluppo binomiale: (q+ p) _q +— q p n(nz D - 2p2+ pn
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[l termine geenrale in questo sviluppo che contiene p* dove x € un intero, € dato da

1\ * *n_ |
nn-H*.."n-x+1 N=XpX_ M X=X g rappresenta precisamenteil valore della

X X (n— x)!
funzione di densita binomiale.
n |
Comesrisultato si pud scrivereche (q+p)" = > M pXgnx,
%=0 Xt (n—x)!

Cosi i vari termini nello sviluppo binomialedi (q+ p)" danno le probabilitadei vari possibili
risultati nel loro ordine naturale.
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