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Esempio
Si consideri lafunzione di densitadi due variabili casuali discrete XY datada f (X, ) =2—17(x+ 2y)

dove X,y possono assumere tutti i valori interi tali che 0< x<2 e0<y<2 e f(x,y)=0 dtrove e
si desideri calcolare la probabilita P{X >1Y <1}.

L o spazio campione con le probabilita calcolate tramite la formula suddetta € mostrato nella figura
seguente
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La probabilita richiesta & quindi data da
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Variabili indipendenti

2 variabili che sono senzarapporti in senso probabilistico sono chiamate variabili indipendenti
Poiché I'indipendenza di due eventi A, A, & statadefinitada P{A N A} = P{A |P{A,}

una definizione corrispondente per le variabili casuali discrete dovrebbe essere conforme a quella
definizione.

Considerando eventi quali X € AeY € B, dove A eB sonoinsiemi qualsiasi nel domini delle
variabili X e Y rispettivamente, la definizione di indipendenza per eventi richiederebbe che

(1) P{X e AY e B}=P{X € AlP{Y ¢ B} VAB

Questa viene presa spesso come definizione di indipendenza per due variabili casuali.

Tuttavia poiché orasi sta ponendo I’ accento sulle funzioni di densita cercheremo di dare una
definizione equivalente basata sulle funzioni di densita. A tale scopo sia f (x,y) lafunzione di
densita congiuntadelle variabili X, Y e g(x),h(y) leloro densitaindividuali.

Allora scegliendo che gli insiemi A e B siano costituiti rispettivamente dai singoli punti X ey
A=xB=yla(l)s riducealoradla P{X =xY =y}=P{X =x|P{Y =y} ¥xy

Main termini di funzioni di densitaquestasi scrive: f(X,y)=g(xX)* h(y) VX y

Viceversase f(X,Y)=g(x)* h(y),Vx,y aloralavorando nello spazio campione delle due variabili

casuali segue per analogia con laformula(2) vistal’ ultimavolta, cioe P X e R z f(x), che

xeR

PIXeAYeBi=> > f(xy)=> > g(h(y)=> 9(x)> h(y)=P{X e AIP{Y € B}

XeA yeB xeA yeB XeA yeB

Questamostrache la (1) vale per tutti gli Ae B seesoltanto se f(X,y) = g(X)* h(y), VX, y
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Poiché I’ ultimarelazione e espressain termini di funzioni di densitaed é piu utile della (1), essa
viene usata per definireI’indipendenza, s puo dare allorala seguente Definizione:

Levariabili casuali X eY, lacui funzione di densita congiunta é f (x,y) elecui funzioni di
densitaindividuali sono g(x) e h(y), sono indipendenti se e soltanto se

(2 T(xy)=9(x)*h(y),vxy

La precedente definizione si pud generalizzare in ovviamanieraa caso di n variabili casuali per
definirne |’ indipendenza. Definizione:

Levariabili casuali X,,...., X,, lacui funzionedi densita congiuntaé f(x,...,x,) elecui

funzioni di densita singole sono f,(x,),...f,(x,) sono indipendenti se e soltanto se
fF(X,n X)) = FLO0Q)* 0 F(X) X X,

Distribuzioni marginali e distribuzioni condizionate

Poiché e importante sapere se un insieme di variabili € costituito da variabili indipendenti, sarebbe

desiderabile disporre di un metodo sistematico per ricavare le funzioni di densita delle singole

variabili dallaloro funzione di densita congiunta.

Un tale metodo si ottiene senza difficolta per il caso di due variabili servendos dellaregola di
moltiplicazione delle probabilita. Sebbene il metodo si possa facilmente estendere a piu di due

variabili, limiteremo per oraladiscussione a due sole variabili casuali discrete.

A tale scopo consideriamo un esperimento in cui A rappresental’ evento che una variabile casuale

Xassumail valorex (A — X =x) e A, I’evento che una seconda variabile casuale Y assumail

valorey (A, > Y =Y).

Laregoladi moltiplicazione espressadalla(l) P{A n A,}=P{AP{A, | A} assumeadlorala

forma che deriva dall’ esprimere le probabilita degli eventi in termini di funzioni di densita. Poiché
ora P{A1 N Az} dalaprobabilita che le due variabili casuali assumano rispettivamentei valori X, y
essarappresentail valore dellafunzione di densita congiunta nel punto (x,y) cioela f(x,y).

In modo simile P{A } &la probabilitachelavariabile X abbiail valore x e percid essaéla f {x}.
Poiché P{A2 | A} e laprobabilitache lavariabile Y assumail valorey, dato che lavariabile X hail

valore x, essa s puo trattare come il valore di unafunzione di densita condizionata che si indica con
f{y|x}, alorala(1) diventa

(@ fxy)=f(* f(ylx

Poiché f (y|x) dalaprobabilita condizionata che Y assumail valorey quando X hail fissato valore
X, lasommadi f(y|x)sututti i possibili valori dellavariabile Y deve essere uguale a 1. Quindi se
entrambi i membri della (2) s sommano su tutti | possibili valori di Y, S ottiene

DR yY) =D F)f(yIx) =)D f(yK) = f(x) percuisiottiene che

3 f(x)=2 f(xy)

Lafunzione f(x) viene chiamatalafunzione di densita marginale della variabile X, comunque essa
e semplicemente la funzione di densita di X.
In modo analogo lafunzione di densita marginale di Y, cioé g(y), s ottiene sommando la f (X, y)

su tutti i possibili valori di X per un fissato valorey, s hacosi che

(3) g(y)=2 f(xy)

Questi risultati mostrano che se si halafunzione di densita congiunta di due variabili casuali
discrete e si desideralafunzione di densitadi una di esse, € semplicemente necessario sommare la
funzione di densita congiunta su tutti i valori dell’ altravariabile.
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Lafunzione di densitacondizionata f (y|x) daladistribuzione di probabilita dellavariabile Y

guando viene mantenuto fisso il valore dellavariabile X.
Perla(2) se f(x) >0 s puo scrivere

f(xy)
4) f(y|x)=—-"+—*
(4) f(ylx) (%)
Ladistribuzione condizionata della variabile X, per un fissato valore dellavariabile Y, & data da una
formula analoga, ovvero

@) f(x1y) =20 con g(y)>0

a(y)
Cio mostra che se si conosce lafunzione di densita congiunta di due variabili e si desiderala
funzione di densita condizionata di unadi esse, quando il valore dell’ altra variabile viene mantenuto
fisso, e semplicemente necessario dividere lafunzione di densita congiunta per lafunzione di
densita dellavariabileil cui valore viene mantenuto fisso.
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