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La distribuzione nor male come approssimazione della distribuzione binomiale

In precedenzala distribuzione di Poisson e stata introdotta come approssimazione della
distribuzione binomiale quando n € grande e contemporaneamente p € piccolo.

Allorasi disse che un'atra distribuzione fornisse una buona approssimazione per n grande a
prescindere dal valore di p . La distribuzione normale é la distribuzione che gode di questa
proprieta.

Prima di indagare sulla natura di questa approssimazione consideriamo un esempio numerico:

san=12,p= % e costruiamo il grafico della corrispondente distribuzione binomiale.

Questo valore di n non e certo grande, cosicché non ci si dovrebbe aspettare qui una buona
approssimazione della distribuzione normale .

Poiché laf(x) si deve calcolare per tutti i valori di xda0 al12, é piu facile calcolare ciascun valore
dopo il primo da quello precedente anziché calcolarlo da solo.

In questo caso lafunzione di densita binomiale e la seguente:

f (X) _ 12 (ij(gjﬂ—x
X(@12-x)13) \ 3

Per questa funzione si vede facilmente che f (x+1) = 12-x1

5 f (X), dopo aver calcolato f(0)

guest’ ultimarelazione e stata usata per ottenere i restanti valori riportati in tabella 1(vedi fotocopia).
Il grafico di questa distribuzione binomiale & mostrato in figura 1:
Fig 1) vedi fotocopia

Sembra che questo istogramma si possa approssimare abbastanza bene con la curva normale
appropriata.

Poiché una curva normal e € completamente determinata dalla sua media e dallo scarto quadratico
medio, la curva normale da usare qui € quella con la stessa media e |0 stesso scarto quadratico
medio della distribuzione binomiale.

Quindi scegliamo = np=12%= 4 e o =.npg= ‘/12§§ =\/§:1.63

Come provain questo caso dell’ accuratezza dell’ approssimazione della curva normale e come
esempio d’ uso dei metodi che si basano sulla curva normale per approssimare le probabilita
binomiali considereremo alcuni problemi riferiti allafigura 1.

Problema

Se la probabilita che un tiratore colpisca un bersaglio € 1/3 e setira 12 colpi, si vuole calcolare la
probabilita che egli colpiscaameno 6 bersagli. Larisposta esatta si ottiene sommando i valori della
f(X) dax=6 ax=12, che usando latabella 1, € uguale a0.178, valore corretto atre cifre decimali,

12
ovvero P{X > 6f=>" f(x) =0.178.
6

Geometricamente questo valore rappresental’ area di quella parte dell’istogramma di figura 1 che
giacealladestradi x=5.5.

Percio per approssimare questa probabilita servendos della curva normale e semplicemente
necessario trovare |’ area sottesa da quella parte della curva normal e approssimante che giace ala
destradi x=5.5.

Poiché la curvaapprossimante ha 1= 4 e o= 1.63 segueche z = (x=p)_(65-4) 0.92, quindi

- 1.63
(x—p)
O

con questi valori di i e o, il cambiamento di variabile z= fornisce che

Francesco Reitano®© ‘ reitanofrancesco@hotmail.com Pag. 1



Statistica 16-11-2004

'[ —e 2 dz=0.179 , macome s puo osservare nelle apposite
: 0. 92
tabelle, I'areaalladestradi 0.92 € uguale a0.179 che confrontata con il valore corretto 0.178 &

shagliata soltanto dello 0.56%, infatti I’ errore relativo e
AP _0179-0.178 _0.001 _ _ 0.0056 — 0.56%

P 0178  0.178

Per verificare |’ accuratezza dei metodi che si basano sulla curvanormale su un intervallo piu breve,
calcoliamo la probabilita cheiil tiratore abbia successo precisamentein 6 colpi su 12.
Dadlatabella 1 larisposta corretta atre cifre decimali e f (6) = 0.111.

Per approssimare questo valore e necessario trovare |’ area sottesa dalla curva normale

approssimante fra x, =5.5 e x, = 6.5. In questo caso si hacosi che z, = MTH_ 5'156;34 =092z,
o .
ez = XeH_05"4 45
o) 1.63

Dalle apposite tavole si puo osservare che I’ area sottesa dalla curva normale standard fra z=0e
2=092 e > A =0.3212 el'areasottesafraz=0 e z, =1.53 € > A, = 0.4370, percio|’area
richiestaéugualea A, — A = 0.116 che sbagliata della4.5%, infatti |’ errore relativo e
AP _0116-0.111_0.005

P 0111 0411

=0.045=4.5%

Da questi due esempi, sembra che i metodi che si basano sulla curva normale siano abbastanza
accurati anche per alcune situazioni come quella considerata qui, in cui n non € molto grande.
Gli esempi precedenti sono stati dati per rendere credibile un famoso teorema che garantisce una
buona approssimazione della curva normal e alla distribuzione binomiale se n e sufficientemente
grande. Questo teorema, che enunceremo senza dimostrazione, € il seguente:

Teorema

Sein n esecuzioni indipendenti di un esperimento, la variabile X rappresenta il numero di
success di un evento per cui p €la probabilita di successo in una singola esecuzione, allora la

variabile Z = i(/ip ha una distribuzione che tende alla distribuzione normale con media
npq

uguale a 0 e scarto quadratico medio uguale a 1, quando n tende a .

Questo teorema giustifical’ uso dei metodi che si basano sulla curva normale per approssimare le
probabilitadi un evento relative ad esecuzioni successive di un esperimento quando n e grande.

L’ esperienzaindica che I’ approssimazione é abbastanza buona purché np > 5 quando p < % e

purché nq>5 quando p >% :
Lefigure 2 e 3, indicano come rapidamente tende alla normalita la distribuzione della variabile
X—-np

v NPgq

grafici e approssimante 17 volte quelladell’ asse x . Le due approssimazioni della distribuzione
binomiale, cioe la distribuzione di Poisson e quellanormale, sono sufficienti per permettere di
risolvere tutti i problemi piu semplici che richiedono il calcolo di probabilita binomiali. Seinvecen

Francesco Reitano© ‘ reitanofrancesco@hotmail.com Pag. 2

, quando p = 1/3 erispettivamenten = 24 en = 48. Lascaladell’ assey, per questi due



Statistica 16-11-2004

e piccolo si usa direttamente lafunzione di densita binomiale, perchéi calcoli sono aloradel tutto
semplici.
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