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Problema5

Consideriamo il getto di due dadi ssimmetrici. Sia A |’ evento che lasommade punti ottenuti sia
uguale a6, e C I’evento cheil primo dado dia 4.

A —somma=6

C —>4sul I° dado

Ci s chiede se questi due eventi siano indipendenti

Alloral’evento A N C érappresentato dall’ unico risultato (4,2) A NC — (4,2) e quindi

P{A NC}= 3—16 = 0,027 PIAI=Yp (15).(24).33),(42).51)
A
e _5,1_ 5 _
poiché P{A |P{C}= % 6" 21 0023

poiché P{A N C}= P{A |P{C} i dueeventi non sono indipendenti, infatti se ad esempioiil 1°

dado mostrasse un 6 I’evento A diventaimpossibile.
Oraseinveceindichiamo con A, I’evento di ottenere unasommadei punti ugualea 7, alora
A, N C eérappresentato dall’ unico risultato (4,3) equindi A, >somma=7 A, nC — (4,3

PlA,NCl=
PiAJPIC) - 2 =

poiché ora P{A, nC} = P{A, }P{C} in questo caso i due eventi sono indipendenti

Esercitazione

Risolviamo orail problema seguente, che oltre ad essere una applicazione delle formule fin qui
esaminate, ci introduce inoltre al calcolo delle probabilita delle cause del verificarsi di un evento.
Una scatola contiene due palline rosse e una seconda scatol a identica contiene una pallinarossa e
unabianca. Se si sceglie unascatolaacaso e s estrae daessa unapalina, si vuole calcolare la
probabilitadi avere scelto la prima scatola se la pallina estratta risulta essere rossa.

Indichiamo con A I’evento di scegliere la primascatola e con A (complemento di A) quellodi
aver scelto la seconda scatola, indichiamo poi con A, I’evento di estrarre una pallinarossa e con

Az (complemento di A,) quello di estrarre una pallina bianca
| AL — sceltal® scatola | A, —>estrazione pallinarossa

| AL >sceltall® scatola | A2 — estrazione pallinabianca

Si tratta quindi di calcolare P{A | A,} si puo quindi scrivere P{A | A, }= Mg{—:ﬁ

La probabilita del numeratore al secondo membro si puo calcolare usando |a regola di
moltiplicazione delle probabilita espressa dallaformula (1) vistal’ ultima volta.

Intendendo che scegliere una scatola a caso significa che la probabilita di scegliere ad esempio al
prima scatola & uguale as . Si haquindi che P{A N A, } = P{A |P{A, | A} = %* 1= %

Per calcolare la probabilita al denominatore si pud osservare che I’ evento A, si verificherasesi

verificheral’uno o I’ altro dei due eventi reciprocamenteesclusivi: A N A, e ALN A,
Si pud quindi scrivere per quanto & gia stato detto che P{A,} = P{A N A }+ P{A N Az}, ma
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Placn A= PlAPl A= 25 2< 2

per cui P{A2}=1+1=§COSlCCheIannePA1|A2 % 2

2 4 4 /

Questo esempio € stato presentato come applicazione pratica delle formule fondamentali per il
calcolo delle probabilita, tuttavia s sarebbe potuto risolvere piu semplicemente facendo ricorso

allo spazio campione dell’ esperimento. E ricordando unaformula giavista e cioé che P{A} = Z P
A

Per questo problemalo spazio campione e costituito dai seguenti 4 punti : 11, 12, 111, 112
dove il numero romano rappresenta il numero della scatolae |’ altro il numero dellapallina. A
ciascuno di questi 4 punti si deve ovviamente assegnare |0 stesso valore della probabilita, e
precisamente ¥4 .

L’ evento dell’ estrazione di una pallinarossa A, restringe lo spazio campione soltanto ai primi 3

punti (11, 12, 111) nell’ipotesi che lapallina 2 nella seconda scatola sia una pallina bianca.

A ciascuno di questi 3 punti occorre assegnare la stessa probabilita pari ad % .

Orasoltanto i primi due punti campione (11, 12) corrispondono al verificarsi dell’ evento A
cioé la scelta della prima scatola, quindi per laformula suddetta P{A} = Z P s hache
A

1 1 2
PIATA=Z+3=3
Formula di Bayes
L’ esempio considerato e tipico di problemi in cui si considerail risultato di un esperimento e poi ci
s chiede qual € la probabilita che esso siadovuto ad unafrale possibili cause del suo verificarsi.
Cosl néll’ esempio considerato sono due le possibili cause dell’ estrazione di una pallinarossae s
vuole calcolare la probabilita che essa sia dovuta soltanto alla prima causa cioe alla sceltadella
prima scatola.Per quanto la soluzione del problema sia stata ottenuta semplicemente applicando le
regole della probabilita nella successione appropriata, tuttaviai calcoli sono sufficientemente estes
davaler lapenadi ricavare unaformula per trattare questi problemi in modo sistematico.

A talescopo H,,H,,...,.H  siano eventi reciprocamente esclusivi con P{H,}=p, con p, >0

i=12..,n etdiche|J H, =S dove Srappresentalo spazio campione.

i=1
Si dice anche chegli eventi H,,H,,...,H , costituiscono una partizione dello spazio campione
Essi rappresentano le n possibili cause di un risultato sperimentale,
Siapoi A un evento con P{A} > 0 che s verificaquando I’ esperimento viene eseguito e
consideriamo il problemadi calcolare laprobabilitacheH, sialacausadel verificars dell’ evento A

Una suddivisione dello spazio campione e la suarelazione con I’ evento A € mostrato nellafigura
seguente dove o spazio campione e suddiviso per comoditain 4 sottoinsiemi.

fig 1)

Hi Ho Hs Hs

S
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Si tratta quindi di calcolare la probabilita condizionata P{Hi |A}, per laformula della probabilita
condizionata questa & data dalla

P{H, n A}
1) PH, |Al =1
(1) P{H, | A] PlA]
laregoladi moltiplicazione fornisce la
() P{Hi mA}: P{Hi}P{Al Hi}
Sostituendo orala(2) nella (1) s ottiene

P{H, P{A|H,

P{A}

Dallafigural echiaro chel’evento A &’ unione degli eventi disgiunti H, "AH, "A..,H, "nA

e che alcuni degli insiemi corrispondenti a questi eventi possono naturalmente essere vuoti come
accade anchein figura.

Per il terzo assioma della probabilita si puo quindi scrivere che: P{A}=Y"P{H, 1 Al
j=1
Sostituendo la (2) al secondo membro di quest’ ultima si ottiene:

(4) P{A}= Z:, P{H j }P{A| H; }

Questa formula stabilisce che P{A} & uguale ad unamedia pesatadi P{A|H, |, ogni termine

essendo pesato dalla probabilita dell’ evento rispetto al quale I’ evento A e condizionato.
Sostituendo della (4) nella(3) s ottiene laformularichiesta per calcolare la probabilita delle cause
notacome formula di Bayes ed espressadalla

P{H; JP{AIH, )

(5) P{H, | A}=

, peri=212,...,n

n

Y PIH,PIAIH, |

j=1
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