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Nel procedimento per arrivare ala (6) si € assunto che |o spazio campione contenga soltanto un
numero finito di punti, ma questaformulasi prendera come definizione di probabilita condizionata
anche per spazi campione piu generali.

Si dimostra facilmente infatti che P{A2 | Ai} soddisfai tre assiomi della probabilita, percio e
legittimo definire |a probabilita condizionata in questo modo a prescindere dal tipo di spazio
campione.

Laformula (6) scritta sotto forma di prodotto fornisce laregola fondamentale di moltiplicazione
delle probabilita o regola delle probabilita composte e cioé

() P{A N A} =P{AIPIA |A}

Se si scambial’ ordine dei due eventi laformula (1) diventa:

@ PIANAJ=P{AIPIA A}

Eventi indipendenti
Ora supponiamo che A, A, siano due eventi tali che P{A | A,} = P{A,} eche P{A |P{A,}>0,

aloral’evento A, si dice indipendente nel senso della probabilita o pit brevemente indipendente
dall’evento A , cio derivadal fatto che la probabilita del verificarsi dell’evento A, non viene alterata

dalla condizione che debba verificarsi |’ evento A .

Quando A, éindipendenteda A , laregola di moltiplicazione delle probabilita espressadalla (1)
diventa:

(3) P{A N A }=P{AIP{A,}

viceversa, quando é verala (3) segue dal confronto di questacon laformula (1) cheA, e
indipendenteda A .

Se'si uguagliano i secondi membri della (3) e della (2) si pud osservare che P{A | A,}= P{A }, ma
Ci0 stahilisce che |’ evento A, éindipendente da A,, cosi se A, é indipendente da A, segue che A
deve essere indipendente da A, .

A causadi questa reciproca indipendenza e poiché la (3) implica questa indipendenza, si e soliti
definire I'indipendenza come segue:

Definizione di indipendenza
Due eventi A, A,si dicono indipendenti se P{A N A, }= P{A }P{A,}

Esercitazione

Come applicazione pratica delle formule fondamentali per il calcolo delle probabilitadi cui ci siamo
occupati affrontiamo oralarisoluzione di acuni problemi.

Problema 1

Supponiamo che approssimativamente il 50% degli individui di eta superiore ai 40 anni siain
sovrappeso, e che la percentuale degli individui in sovrappeso e aventi una malattia dell’ apparato
circolatorio siail 25%. Si vuole calcolare la probabilita che un individuo scelto a caso con piu di 40
anni e in sovrappeso (evento A, ) abbia una malattia dell’ apparato circolatorio (evento A,).

:1:50%

Questa probabilita & datada P{A, | A}~ PAC A ;

P{A)
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Problema 2

Supponiamo che unafamigliaabbia 2 figli e che si voglia calcolare la probabilita che entrambi i
figli siano maschi sapendo che almeno uno dei figli & maschio, assumiamo che lo spazio
campionario Ssiadatoda S= {(m, m),(m, f),(f,m),(f, f)}dovead esempio (m,f) staaindicare
cheil figlio maggiore e unafemminae il minore € un maschio e che tutti gli elementi dello spazio
campione siano ugual mente probabili.

Indichiamo con A I’ evento che ambeduei figli siano maschi A — (m,m) e con A, I’ evento che

almeno uno di siamaschio A, » (m, f),(f,m),(mm), s haallorache

PANAL_ Plmml X 1 .
DA = Blm D mumm) 3, 3%

Problema 3

Supponiamo che uno studente affronti due esami e che la probabilita di superareil primo esame sia
uguale a0.6 e laprobabilitadi superareil secondo siaugualea0.8, inoltre siauguale a0.5 la
probabilita che egli superi entrambi gli esami.

Si vuole calcolare la probabilita che egli superi almeno un esame e la probabilita che siabocciato in
entrambi. A tale scopo indichiamo con A |’ evento corrispondente alla promozione del 1° esame e

con A, quellacorrispondente allapromozione a 11°. Allora A, " A, €1’ evento che egli superi
entrambi gli esami e A, U A, quello che ne superi almeno uno.

Si haquindi che P{A U A, }=P{A }+P{A}-P{A " A }=06+0.8-05=0.9 ciogil 90%.
L’ evento che lo studente falliscain entrambi gli esami édato da A w A, s ah quindi che

P{A UA,|=1-P{A UA,}=1-09=0.1

A questo punto si vuole calcolare inoltre la probabilita che lo studente superi il 11° esame supposto
che abbia superato il 1° e analogamente la probabilita di superareil 1° supposto di avere gia superato
il 11°, aloralaprimadi queste due probabilita e data da:

P{A |A}= {Al{:&}Az} 82—083 833%

Laseconda probabilitaédatada  P{A | A,}= P{Q{ZZ?Z} 82—0625 62.5%

Il fatto interessante da osservare € che la promozione in uno degli esami puo aiutare la prestazione
dello studente a superare I’ atro in quanto ne aumenta la fiducia

Ci si chiede orasegli eventi A e A,siano 0 meno indipendenti dal momento che P{A N A, } =

e P{AP{A,}=0.6*0.8=0.48 equindi P{A N A,}= P{A }P{A, } non essendo verificatala
condizione di indipendenza (3) i due eventi non sono indipendenti. In effetti dal momento che

P{A N A} > P{A |P{A,}s ricavache, come gia detto, |a promozione in uno degli esami pud aiutare
lo studente a superare I’ atro.

Problema 4

Supponiamo che da un urna contenente 7 palline nere e 5 bianche si estraggano 2 palline senza
sostituzione delle palline estratte, cioé come si dice senza reimbussolamento.

Si vuole calcolare la probabilita che entrambe le palline estratte siano nere nell’ipotesi che le palline
nell’ urna abbiano tutte la stessa probabilita di essere estratte.

Indichiamo con A I’evento di estrarre una pallina nera nella prima estrazione e con A, I’ evento

che la seconda pallina estratta sia anch’ essa nera.
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Oranell’ipotesi che laprimapallina estratta sia nera nell’ urnarestano 6 palline nere e 5 bianche e
quindi si hache P{A, |A1}:%1 , s hapoi anche che P{Ai}z%z, in questo caso laregoladi
7,6 42

moltiplicazione fornisce che P{A N A, } = P{A |P{A, | A} = 11" 13p - 0318 =318%
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